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2 SUR Là théorie DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES. 

aux équations H afférentes à une surface cubatique : elles ont pour 
dimension quatre et sont obtenues par l'application du procédé régle- 
mentaire à quatre formes cubiques ternaires 9y (^i, ^i, ^3)>y = i, 2, 3, 4» 
telles que les quatre cubiques planes 9^ = aient six points communs 
ou fondamentaux. 

Ayant réussi à tracer les courbes intégrantes sur plusieurs surfaces 
cubatiques, j'ai pu énoncer divers théorèmes d'intégration relatifs aux 
équations H en question. Mais toute cette théorie présentait une la- 
cune grave : il n'était pas expliqué comment, une équation de dimen- 
sion quatre étant donnée, on reconnaissait si elle rentrait ou non dans 
le type H. C'est cette lacune que le présent Supplément a pour but de 
combler. La solution de la question peut seule rendre pratique la mé- 
thode d'intégration développée au Mémoire. 

Ainsi le problème est celui-ci : 

Etant donnée une équation de dimension quatre^ trouver les condi' 
tlons nécessaires et suffisantes pour qu'elle puisse être obtenue par 
Vapplication du procédé réglementaire à quatre formes cubiques 
ternaires ^j{x^, x^, x^)y à six points fondamentaux. Si les conditions 
sont remplies, construire les quatre formes <^j et la surface cuba-- 
tique £, à laquelle l'équation est afférente, comme réglementaire. 

Des cas particuliers du problème ont été traités dans les quatre 
derniers Chapitres de la troisième Partie du Mémoire; mais c'est dans 
le présent Supplément qu'est donnée la solution générale et com- 
plète. 

11 va sans dire que ce Supplément fait entièrement corps avec le 
Mémoire. Sauf avis explicite contraire, la terminologie et les notations 
sont les mêmes. 

Pour arriver au but proposé, il est nécessaire d'approfondir deux 
théories déjà traitées, mais incidemment, dans le Mémoire. Ce sont 
celles : 

Des points polycriliques; 

Des transformations que subit une équation différentielle du pre- 
mier ordre et du premier degré, par l'effet d'une substitution Cre- 
mona. 

Ces théories sont entièrement nouvelles; elles sont intéressantes 
par elles-mêmes, car elles fournissent plusieurs cas intégrables nou- 
veaux. Aussi m'a-t-il paru opportun de les exposer avec quelques dé- 
tails. 
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La première Section du Supplément est consacrée à Texposé et aux 
applications de la théorie générale des points polycritiques. 
Soit une équation P de dimension m : 



o=iP = 






= ^Pi{^dx) (e:ni,2, 3); 



P,-= forme ternaire en Ai d'ordre m. 

En vertu d'une définition donnée au Mémoire, un point sera poly- 
critique d'ordre n ou n-crltique, si pour ce point on a 

indépendamment des différentielles 

A cette définition, purement algébrique, est substituée d'abord une 
autre géométrique. Si l'on dit qu'un point x d'une courbe est attaché 
à cette courbe dans un connexe, lorsque œ forme avec la tangente en 
a: à la courbe un élément du connexe, il vient la proposition sui- 
vante : 

Pour qu*un point x soit n-^ritique pour une équation 

^^^^i{xdx)i—o, 

i 

il faut et il suffit que toute courbe passant par x possède en x 
n points consécutifs attachés à la courbe dans le connexe 



2 Pi Ui = G. 



Ce théorème permet de donner l'expression générale de l'équation 
de dimension m qui admet un point donné x^ = ^2= o, par exemple, 
pour w-critique. Voici cette expression 

Ui::ii{x dx)iy Ui^z: x^dxi — x^dx^, ...; 



4 SUR LA THfiORIB DBS ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES. 

^nn •••> ««> *m> •••> c,^ tz: formcs binaires en a?,, j?, d'ordre égal à 
l'indice. 

Si C;,_, est identiquement zéro, le point devient par définition 
n^hyper critique. 

Il existe pour un /i -critique w, outre son ordre n de polycriticité, 
un second nombre caractéristique, la catégorie. Toute droite issue de 
03 y possède n points attachés, confondus, ainsi qu'on l'a vu plus haut. 
Mais il existe des droites pour lesquelles un (/i-hi)'*™° point attaché 
vient w. En général, il y a /i -h i pareilles droites; s'il y en a /iH- 1 -+- /, 
l'entier / est la catégorie du point 'o. En général, la catégorie est zéro 
pour un /i-critique; elle est toujours zéro pour un w-hypercritique ; 
de plus oSlSm — n. 

Je fais un usage fréquent de la catégorie. 

Dans une équation de dimension m 

P =2 P'(^ dx)i:=^^Aidxi=^{Px)idxi, 

i i ' i 

les points critiques, qui sont en général monocritiques, sont, comme 

on sait depuis longtemps, les w*H-mH-i points communs aux trois 

courbes de degré m -f- 1 

A/=o. 

Je démontre que, dans la supputation de ces /w^-+-/n-+-i points, un 
point 

/i-critique de catégorie / absorbe n} — /i — i-h l{n — 2), 
«-hypercritique absorbe /i* points. 

Gela me permet de donner des limites supérieures pour le nombre 
des polycritiques et polyhypercritiques d'une équation ainsi que des 
règles pour la recherche des polycritiques parmi les points fixes du 
système de courbes planes de degré m 4- 1 

a = Vr,A/=o, R^=const. arbitr. 

Sont énumérées enfin les relations entre les points fondamentaux 
de quatre formes ternaires de même ordre cpy, et les polycritiques et 
polyhypercritiques de la réglementaire qui provient des quatre formes 
cpy. Si £ est la surface donnée par 
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à un point w fondamental /"p*** des ©y (point r"pi® commun aux quatre 
courbes 9y=zo) correspond sur ^, en vertu de théories déjà clas- 
siques, une courbe h unicursale d'ordre r. 

En général, w est pour la réglementaire un point ir-critique; 
w devient i r-hypercritique si h est une intégrante de £ et (2 r -i- i)-cri- 
tique si h est une nodale de £, 

Ce résultat pour r = i avait déjà été démontré au Mémoire. 

L'application principale de toutes ces théories se trouve dans la 
troisième Section, où je traite le problème, objet essentiel du présent 
Supplément; mais elles conduisent aussi à Tétude de quelques cas où 
l'intégration est faisable ou la dimension peut être abaissée. La poly- 
criticité est, en effet, une singularité dont on peut profiter dans 
nombre de cas. 

Ainsi, si une équation de dimension m possède un point m.-cri- 
tique, on est ramené à intégrer une équation de Riccati; s'il existe un 
m-hypercritique, l'intégration n'exige que des quadratures. 

Ainsi encore, la présence de poly critiques en nombre suffisant 
donne souvent sans calcul l'intégrale générale : tel est le cas de quatre 
dicritiques pour la dimension deux, le cas d'un tricritique et de trois 
die ritiques pour la dimension trois. 

J'étudie enfin les équations dont la dimension m n'est pas inférieure 
au degré de la surface représentative, définie comme au premier Cha- 
pitre du Mémoire. Je construis explicitement ces équations; voici 
leur propriété intéressante au point de vue pratique : 

Elles ont toujours ou un point /i-critique, tel que 2/1^7/1 + 4 ou 
un /i-hypercri tique tel que 2/1 > m. S'il existe encore un point n' -cri- 
tique ou n' -hyper critique y la dimension peut s'abaisser de n' unités. 
Comme il existe au moins un monocritique, en général, la dimension 
s'abaisse d'une unité au moins. 

Au cours des, présentes recherches, je me suis demandé si les con- 
sidérations exposées dans le Mémoire ou le Supplément n'avaient 
pas un lien intime avec la méthode d'intégration de M. Darboux, fon- 
dée sur la connaissance d'un nombre suffisant d'intégrales particu- 
lières algébriques. A la vérité, dans le Mémoire, je me suis attaché à 
ne traiter par mon procédé d'intégration que les équations auxquelles 
la méthod|%«^e M. Darboux ne s'appliquait pas; mais il restait à 
mettre en lumière le lien que ne pouvaient manquer d'avoir ensemble 
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deux théories relatives, Tune et l'autre, à la même nature d'équalions 
différentielles. C'est à cela que je consacre la fin de la première Sec- 
tion du Supplément. Entre la méthode de M. Darboux et la théorie 
toute géométrique des courbes intégrantes tracées sur les surfaces, il 
n'existe aucune parenté ; mais il est aisé de montrer le lien de la 
méthode de M. Darboux avec la théorie des points polycritiques et 
polyhypercritiques. Ce lien le voici : M. Darboux a démontré, ne 
s'occupant que des points qu'il appelle singuliers, et qui sont mes 
monocritiques, le théorème suivant (*) : 

L'intégrale générale est connue dès qu'on possède 

m{ni -h i) 



2 



2 



intégrales particulières représentant des courbes qui ne passent pas 
par q des points singuliers. 

Reprenant et généralisant l'analyse de M. Darboux, je fais voir que, 
dans la supputation des q points singuliers, un n-critique compte 

pour — 2 points et un n- hyper critique compte pour 

Ai(/H-l) . 

points. 



La deuxième Section du Supplément est consacrée à l'étude des 
transformations que subit une équation de dimension m par l'inter- 
vention d'une substitution Cremona 

X,=: forme ternaire d'ordre /; / est aussi Y ordre de a. 

Soit (tP la transformée par a de l'équation P de dimension m; o-P est 
évidemment comme P une équation différentielle du premier ordre et 
du premier degré. Je cherche la dimension et les points critiques 
de (jP. 

Les expressions point fondamental, ligne fondamentale d'une sub- 
stitution Cremona ayant leur signification habituelle (*) {voir, par 



(*) Bulletin des Sciences mathématiques^ tome et série II, p. 89. 

(■) Dans le texte, je dis lif^ne essentielle, point essentiel de o-, réservant fonda- 
mental pour les points fixes de quatre formes cubiques cp^, fréquemment considérées au 
Mémoire ou dans la troisième Section du Supplément. 
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exemple, le Tome II des Leçons sur la Géométrie de Clebsch, traduc- 
tion Benoist), on a les résultats suivants : 

I. o"P a pour dimension 

Im -\- i{l — i) — li rny 

la sommation s' étendant à tout point qui est à la fois n-critique pour 
V équation P et fondamental r^^^^ pour la substitution Cremona a"^, 

IL Un point' fondamental r^p^^ de (j est un r{m -\- i)~ critique 
pour (tP. 

III. Soit GJ un point fondamental r"^p'^ de a; soit ^ la ligne fonda- 
m,entale correspondante. Si £2 est une intégrale de P, co est r{ni -h 2)- 
hypercritiq ue pour o- P . 

Ces propositions fournissent tous les points polycritiques et poly- 
hypercritiques de o-P et aussi quelques théorèmes d'intégration. Ainsi : 

Se ramène à la dimension zéro ou un et est, par suite, intégrable 
toute équation de dimension quatre ayant trois tricritiques, ou un 
tétracritique et quatre dicritiques, de dimension sept, ayant un hexa- 
critique et quatre tricritiques et beaucoup d* autres. 

Enfin je me sers de substitutions Cremona dans l'analyse qui rem- 
plit la troisième Section du Supplément, 

Ayant ainsi établi les diverses théories auxiliaires indispensables, 
j'aborde le problème qui forme l'objet essentiel du Supplément. 

Il s'agit, comme on l'a vu, de savoir, étant donnée une équation P 
de dimension quatre, s'il existe quatre formes cubiques ternaires cpy, 
telles que, en leur appliquant le procédé réglementaire, on repro- 
duise P. Les cpy doivent être, d'ailleurs, telles que les quatre cubiques 
planes cpy = o, y = i , . . . , /J aient six points communs ou fondamen- 
taux, que je suppose, comme au Mémoire, tous distincts. 

L'analyse du problème est longue et minutieuse, et remplit toute la 
troisième Section du Supplément. Cela tient à ce que la figure formée 
par six points dans un plan est passablement compliquée; les cas par- 
ticuliers à considérer séparément sont assez nombreux. 

Par contre, la solution du problème est fort simple : 

Pour que les formes cpy existent, il faut et il suffit que V équation P 
ait six points dicritiques. Ce sont précisément les six points fonda- 
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mentaux. La condition n'est plus suffisante lorsque les six points 
sont disposés suivant les trois schémas : 

Fig- I- Fig. a. Fig. 3. 






% 

Il faut une condition supplémentaire dans le cas des schémas I et If, 
deux conditions pour le schéma 111. 

Je donne, explicitement bien entendu, ces conditions supplémen- 
taires. Je construis les quatre formes cubiques ternaires c^j et j'établis 
réquation de la surface cubatique £ représentée par le système 

Zj^=. (^j{Xl, X^y «373). 

La théorie des réglementaires afférentes à une surface cubatique, 
théorie qui constitue le fond du Mémoire, se confond ainsi avec celle 
des équations de dimension quatre à six points dicritiques. L'exis- 
tence de dicritiques est facilement décelée par les règles établies 
dans la première Section du Supplément. Une fois reconnue, Téqua- 
tion permet, par les procédés exposés dans la troisième Section du 
Supplément, de remonter à la surface cubatique £ à laquelle Téqua- 
tion est afférente comme réglementaire. Il ne reste plus alors qu'à 
traiter £ par les diverses méthodes géométriques données dans la 
seconde Partie du Mémoire pour la recherche des courbes intégrantes 
sur les surfaces cubatiques. Il pourra se faire aussi que Téquation 
perde un facteur en xi ou possède parmi les six dicritiques un ou 
plusieurs tricritiques. On appliquera alors les diverses considérations 
contenues dans la troisième Partie du Mémoire et relatives à ces cas. 
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PREMIÈRE SECTION. 



THÉORIE GÉNÉRALE DES POINTS POLYCRITIQUES. 



1. Je vais d'abord rappeler ou établir quelques conventions. 
Soit une équation différentielle du premier ordre, du premier degré, 
de dimension m 



^^i{xdx)i=o (ii=i,2, 3) 



ou 



.,y 



0,X^ X^ Jl j 

dx^ x^ Jt j 

UX^ X^ ij 



— o, 



P;=r forme ternaire en .r/, d'ordre m. Aucune ambiguïté n'étant pos- 
sible entre quatre choses absolument différentes, je désignerai souvent 
par la même lettre P : 

I** L'expression différentielle 



'^Vi{xdx)i; 



2*» L'équation différentielle obtenue en annulant l'expression précé- 
dente; 
3<» La forme mixte, à deux séries de variables. 



^Piur, 



4** Le connexe (au sens employé dans mon Mémoire) ou la coïnci- 
dence principale (pour parler comme Clebsch) du connexe d'ordre m 
et de classe un obtenu en annulant la forme mixte précédente. 



lO 
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Je dirai qu'un point a?, de coordonnées ar/, d'une courbe 

est attaché à cette courbe dans le connexe P si le point x et la tan- 
gente en X forment un élément du connexe. 
J'appellerai enfin P/ l'expression 

df 



2p//o fi= 



dxi 



(£=i:i,2,3). 



2. Étant donnée une courbe /=o, cberchons les points qui lui 

sont attachés dans le connexe P. Les coordonnées de la tangente sont 

fi et les points cherchés sont les r(/n h- r — i) points intersection des 

deux courbes 

f=o et P/=:o 

d'ordre r et m -+- r — i respectivement. 

Si la courbe est unicursale, les xt sont proportionnelles à trois poly- 
nômes de degré r en ^*9/(^); les coordonnées de la tangente sont les 
trois déterminants de la matrice 



9i 






?3 
93 



m' — ^9* 



(P(Q)(P90 = 



et les points attachés sont donnés par les valeurs de t racines de 
l'équation algébrique de degré mr -+- 2r — 2 

Pi (9) 9i 9i 
Pt(9) 9î 92 =0 
P3(9) 93 93 

[P/ devenant P/(9) quand on remplace Xi par 9,], car les trois mi- 
neurs de la matrice sont en t de degré ir — 2 et non 2r — i. Cette 
équation algébrique ne fournit pas les points doubles de /=o, qui 
sont aussi des points attachés, et dont chacun compte pour deux dans 
l'intersection des deux courbes 



/= 



Comme il y a \{r — i) (r 



mr — ir — 24- 



o et P/=o. 

2) points doubles, on retrouve bien les 

(r — i)(r — 2) = r(/nH-r — i) 



points attachés. 
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Ainsi, pour chercher sur une courbe unicursale les points attachés 
non singuliers, il suffira de considérer Téquation en t 

A = (P(t)9?') = o, 

P,(9) étant ce que devient P, quand on remplace xt par 9/(0« 

Plusieurs points attachés peuvent évidemment se rapprocher indé- 
finiment; l'équation A=:o admet alors des racines multiples; si, par 
exemple, il y a /i points attachés confondus au point x^ donné par la 
valeur zéro du paramètre ty on aura pour t=^o 

, dX û?'*-» A 

ou 

o = A = (iA == . . . 1= d^-^ A. 

Réciproquement, si Ton a pour / = o 

A = <fA = . . .i=(i«-*A = o, 

il y aura au point x n points attachés confondus. 

Ces préliminaires permettent d*aborder maintenant la théorie des 
points polycritiques. 

3. Au cours du Mémoire, voici comment j*ai défini dans une équa- 
tion de dimension m 

P=^P,M,=:0 ou ^ Vi{xdx)i^^Q 

i i 

un point polycritique x d'ordre n, ou, comme je dirai aussi pour 
abréger, un n-critique : 

Pour X, l'expression différentielle ^ Vi{xdx)i et ses n — i pre- 

i 

mières différentielles s'annulent identiquement y c'est-à-dire quelles 
que soient les quantités infinitésimales 

dxij d}xiy ..., d^Xi, 

Ces conditions sont à la fois nécessaires et suffisantes jpar définition 
pour la n-criticité du point x. 
La définition, comme on voit, est purement analytique; j'en vais 
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donner une interprétation géométrique, d'un usage continuel dané la 
suite : 

Théorème. — Étant donnée Véquation 

i 

pour qu*un point x soit n-critique, il faut et il suffit qu'une courbe C 
quelconque passant par x possède en x n points consécutifs attachés à 
elle dans le connexe 



2 P/ Ui =: O, 



Comme on peut toujours trouver une courbe unicursale ayant en x 
avec C un contact du {n — i)i«me ordre, c'est-à-dire n points consé- 
cutifs communs, il est licite dans l'énoncé du théorème de supposer 
la courbe G unicursale. 

I. La condition est nécessaire, — Je vais démontrer qu'il y a en x 
n points attachés confondus. 

Soient ^,z=(p,(^) les expressions des coordonnées du point cou- 
rant sur C en fonction d'un paramètre ^ 9, étant un polynôme; soit 
< =r o la valeur du paramètre qui donne le point x. On a, par hypo- 
thèse, en X 

P=:^P=:...=:^'*-»Pi=:0, 



V = ^Vi{xdx)i, 



quelles que soient les différentielles 

dxi, d^Xiy ..., d'^^Xiy 

et en particulier pour les valeurs de ces différentielles qui corres- 
pondent à un déplacement infinitésimal sur C à partir de Xy c'est- 
à-dire 

(o) dxi—^\{o)dt, d} X i— <^\{o) df*' , ..., d'' x i^=. ^f\o) dt'*' y 

9!, (pj, . . . étant des dérivées successives de 9, et 9/(0), . . ., leurs va- 
leurs pour ^z=o. 
Reprenons l'expression 



^{t)^^Vi{^){<^i)iy 



THÊORIB GÉNÉRALE DES POINTS POLYGRi TIQUES. )3 

déjà considérée plus haut (2). On a, pour Je point Xy 

P=^P/(^û?^)f=:A(o)e/^ 

Si Ton différenlie n — i fois P, en attribuant aux différentielles 
dxiy . . ., df^Xi les valeurs (o), on aura 

^P = A'(o) dt^y d^V — M\o)dt''y . . ., rf«-ip = A(«-»> (o)é/^«, 

A', A^ . . . étant les dérivées successives de A. Ainsi l'équation A (^)=: o 
possède n racines nulles, et par suite (2); il y a ai points attachés à la 
courbe dans le connexe, confondus avec x, c. q. f. d. 

IL La condition est suffisante, — Je vais montrer que, si toute 
courbe G possède en x n points attachés confondus, x est /i-critique, 
c'est-à-dire que 

quelles que soient les différentielles dxiy . . ., rf«a?,-. 

Soit un système quelconque de Sn quantités infmitésimales du pre- 
mier, second, . . . , /i'*°^« ordre d'infiniment petits 

dxiy d^xiy . . ., d^i 

ou, dt étant un infiniment petit du premier ordre, un système de 
3/i quantités finies quelconques 

dxi d^Xi d"'Xi 

'dt' 'W '"' 'di^ 

quotients des quantités précédentes par des puissances de dt. 

On pourra toujours trouver trois polynômes Qi{t).àe même degré, 
tels qu'on ait 

9/, (pi- étant les dérivées successives. 

Alors on aura, pour le système considéré de 3/i différentielles et au 
point X, 

' P = yp,(^'^^),-=::A(0)ûr^ 

d)? = A' (o) dt\ . . . , d'^'' P :zr A(« -^^ (o) dt% 
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A étant, comme toujours, Texpression 

(P(?)?9') 
ou 

Pi(9) 9i 9i 

Pî(9) ?î ?« 

Considérons la courbe unicursale C définie par les équations 
Xi=ifi{e), c'est-à-dire celle dont on obtient Téquation en éliminant t 
entre les deux équations 

©1 9î 9s 

C a, par hypothèse, n des points qui lui sont attachés, confondus en a? 
et réquation A(^) = o (2) a n racines nulles. Alors 

A(0) = A'(0) :i=r . . . ^ A^»--») (o) — O 

et 

ce qui démontre la «-cri licite du point x. 
Je viens de m*appuyer sur l'égalité 

(o') d^P =z \^^) (o) dt""^^ (a = 6,i, ...,n — i). 

Elle est à peu près évidente. En voici toutefois une démonstration 
sommaire. 

Pour a = o, l'égalité a lieu par définition. 11 reste à prouver que, si 
elle est vraie pour a — i, elle est aussi vraie pour a. Considérons donc 
régalité 

Pour passer à t/*P, il faut changer 

d?Xi en d^œi-\- d^^ûCi (|3=o, 1,2, ...,a), 

\ 

c'est-à-dire, d'après les relations (o') du présent numéro 

9<?'(o) dt^ en 9^ >(o) dt^ ■+- 9^ "^^Ko) di^^\ 

ou / en /-H û^^; le second membre devient A^*-*^(o)(f^* -h A*(o)<i^*-^^ 
tandis que le premier devient d'^-^P + rf*P; il reste donc bien 

d'^P ^ SS^^ {o) dt^-^K 
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4. Ce théorème va nous donner la forme explicite d'une équation 
de dimension m ayant un /i-critique donné, a?i = ar,= o, par exemple. 
Soit 

\^Pi{a:dx)i=LO ou Vp^tt, = o 
une pareille équation, où 

Jr j ^^ CLqÛP^ -^ CliOC ^ -+* • • • ~H ^m> 
P,=:^o^?-t- -H*,„> 

* 5 --- ^0 "^S ' • • • > 

^jt> bky C|:=: formes binaires en ^i, œ^ d'ordre égal à l'indice A==:o, 
1,2, . . . , m ; appelons w le w-critique x^=:x^::=i o. 

Toute droite passant par w, a j x^ -h w , ^2 = o, u\ : m', quelconque, a n 
de ses attachés confondus en w et ses m — n autres points attachés 
ailleurs. La droite u\x^-^ «j^j^zo coupe donc la courbe d'ordre m 

WjP, -h a',P2=:o 

n fois en w et m — n fois ailleurs. Les x^ des points d'intersection 
sont donnés, x^ : x^ étant constant le long de la droite et égal à 
— u\ : u\y par l'équation 

X^ t 1 "~~ X ^ Jr 2 — • O. 

Celte dernière doit avoir n racines inRnies correspondantes à w et se 
réduire au degré m — n; cela exige les identités 

x^ag — x^bg^^Oj 5 =: o, I , . . . , w — I 

où ag^zx^dg-iy bg:=Xids-x9 ^s-t forme binaire en ^j, x^ d'ordre égal 
à l'indice, avec ao= ^0 = ^-1=0. On a ainsi 

P^=ix^D -h xf-'*6„-f- -hb^, 



Mais 



Vw,a?,=:0 et D(WiJ7i4- Wj^a) =— Dj^sMj. 



Il est ainsi licite de faire, dans Pj et Pj, D = o, à condition de modi- 
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fier P3 par l'addition de — Dx^. En résumé, il vient 

I 2 ^n '^3 -1- . . . -t- t///i, 

1 3 — — Cç^ûC ^ — r* Cj .37g -T- . • > ~T" C^/(, 

en écrivant Cq au lieu de Cq — d^^ c, au lieu de Cj — d^^ .... 
Je vais maintenant exprimer que pour co on a identiquement 

P=2P/W,=i:0 et û?P=:^«P=:...=i:flf''-»P = 0. 

i 

Il est évident que, pour w, 

Pi- P,z=^Pi:=rfP,r=...= ^'»-iP, = e/«-*p2=r:0,. 

puisque m — n est l'exposant le plus élevé de x^\ ainsi 

Gf»P zn^f*. Pjf/j, a=:o, I, . . ., « — I. 

Pour iùy 

W3 m j7j rfo?! — Xx dxi et é/M3 r= Xj ûP ^, — .2?i rf'vr j 

s'annulent; on a donc successivement 

P^rPjMjrzio, û?P r= Pjû^Wa-h WjûHParz o; 

puis 

ûf-P=:P3<f2w3i=o et P3=o; 

d^P:=i3d^u^dPi, 
sous bénéfice dçs relations précédentes, et puis 

dP=zo. 
Je dis que, d'une façon générale, les relations identiques 

P = <iP =:. . .=r:<i"P=:0, a = 0, I, ...,/l — I 

entraînent celles-ci, identiques aussi, 

P3=: rfP3 = . . .rzz û?«-«p3=: O. 

Nous venons de le montrer pour a=i, 2 et 3; je vais faire voir que, 
si le fait est vrai pour a — i, il est vrai pour a. 
En effet, par la formule de Leibnitz 

^ap = ^ap^ ^^^_- ^,^ d'«P3+ a du^ (i«-i PsH- . . . 

1 .2 
4- a f/*- * «3 G^Pa -f- <i« W3 P3 
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et, conformément à Thypothèse pour a — i, 
Il reste 



^ap— ^^ — ^e/*«ge/«-«P3=:o, 



1 ,2 

c'est-à-dire 

<i«-*Pj— o c. Q. F. D. 

Ainsi la courbe Pj=o a en co un point (n — 2)"i>»«', puisque, pour 

a = /i — I, 

Pjzzié/Pa — ...=re/«-3P3=o 

4 

identiquement. Ainsi dans 

"3=1:: Co^g -H CjJJj H~''>H-C//i, 



et 



On a ainsi la proposition : 

Théorème. — Pour que l'équation différentielle 



P=2P'«' = « 



ait un n-cri tique en a?, =: j7j=z o, il faut et il suffit qu *on ait 

Pj=:a,^j7j -f- . . . -h a,;,, 
Pj = ^/t-^î*"'* -4- ... H- 6,«, 

3 C,t_2 .X/ 3 -f- . . . -f C;;| . 

0. Les relations précédentes peuvent se mettre sous une autre 
forme, de laquelle nous ferons aussi usage. 
Reprenons 

•13-—-*^» ^«-î ~T" ^/tt~H «^3 V^/l — 1 -^3 "4" • • • ~^~ ^//l- 1 )• 

On a 

== — ( M, d?! -h /iî^,) (C«_, J?f -" -h ... -h C,„_i ). 

Univ. de Lyon, lU. — A. 2 



3 T- . . . » 
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Ainsi on écrira simplement, modifîant convenablement a,„ an+\, . . ., 

P, = *„<-«-+-... + 6„, 

*3 — ^/»— î'*'3 1^ ^m» 

Si Ton a identiquement c„-î=o, le point ^1 = ^2=30 devient n-hy- 
per critique. 

Les relations précédentes ne s'appliquent pas ipso fado aux points 
monocritiques, /i =i;i. Mais on voit directement sans peine que, pour 
le point monocritique x^-=z ^jzz: o, on a 

X 2 — O^ i37« — T" « • • , 
"3 — - ^0 "^8 "^~ • • • > 

c*est-à-dire que tout point monocritique est monohypercritique. Enfin 
un point ordinaire du plan peut être considéré comme un zéro-cri- 
tique ou un zéro-hypercritique. 

6. Les m-critiques peuvent aussi être étudiés à un autre point de 
vue. 
Reprenons les formules (o) du n*» 5, 

t j — (Xfi X j -\- • • • , 

2 — Ufi «^3 -!-•.•, 

Considérons une droite u, ^1 :^2= const., issue de w (^1 = 0:2 = 0), 
point «-critique. 

Les x-i des m — n points autres que w, attachés à u dans le con- 
nexe, sont racines (4) de Téqualion 

(i) {x^a^— Xibn)x'^'~''-\-. . .-\- Xia,,^— Xib,n:= o. 

Il peut se faire que Ton ait identiquement 

o^lSm — n 
ou 

Ctn^^— *^l^n—l9 ^«4-1 — - -^l^/ij •••> ^«-H/— 1 — - «^1^/*-»-/— 2> 

les ^ élant des formes binaires en x^ et ^2 d'ordre é^al à l'indice. 
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Alors l'équation (i) s'abaissf^ au degré m — n — /, el toute droite 
u issue de 0) a /iH- / points attachés confondus avec w. Pour qu'un 
(/i -h / + !)'«"»« point attaché vienne en m, il faut et il sufflt que u 
coïncide avec une des /i -h / -h i droites 

w forme ainsi avec ces droites n -h / h- i éléments n-c ri tiques. 

J'appelle le nombre entier / la catégorie du point /i-cri tique. En 
général, cette catégorie est zéro et il y a « -h i éléments /i-cri tiques. 
La catégorie ne peut dépasser m — /i, car, si lz=zm -- n-^iy on 
aurait Pi=:^iD, P2=^2f^» ^t w^ viendrait en facteur dans l'équa- 
tion P. 

Un /i-hypercritique, qui est de catégorie /, devient évidemment un 
{n -+- /)-critique. La catégorie d'un point hypercritique esl donc tou- 
jours zéro. 

7. 11 convient maintenant de développer quelques considérations 
nécessaires à la recherche des points polycritiques d'une équation 
donnée. 

Pour un point /i-critique œ quelconque, on a 



P=2P,(^^.r), = o, 



indépendamment des différentielles do-, et, par suite, les points cri- 
tiques sont les points fixes du réseau, d'ordre m n- i, ^, savoir : 



(/r/=const. arbitr.). 



k, 


.r, 


P, 


k. 


^, 


P, 


k. 


«jpjj 


k. 



z=.^Kiki—o (f = i,2, 3). 



On sait que ce réseau 51 possède m- -h m -4-1 points fixes, lesquels 
sont, en général, distincts et fournissent autant de points monocri- 
tiques. 

Je vais chercher comment se modifient les résultats précédents 
pour un point /^-cri tique. 

8. Soit (ii{xir=ix^z=io) un pareil point dans l'équation 



2^ P/ «/•= o, Ui = (.r dx)i. 
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On aura (6), / étant la catégorie du n-critique w, 

P, r= ^1 D -h a„+/ J77-"-'4- . . . H- a,„, 
P,== .r,D -+- ^„^, .r--"-' + ...-+- ^m, 

"«—1^3 T^ ••• ^^ "/!♦-/ ~î ^3 • 

L'équation du réseau 51 est 

Al J?! Pj 

(A:,=:consl. arbitr.)» 

A3 .A.3 X j 

c'esl-à-dire en développant et tout calcul fait, 



^t ^1 p, 
^. p 



—^kiAi—o, 



i=m 



2 -^3" '[^3(«i^ï— ^/•^l)-+-«^3(^l^*— ^'l«/)]=0. 

! = « + / 

Soient ^' et ^^ deux courbes du réseau définies par les constantes /j 
et k% Cherchons combien de points d'intersection des deiix courbes 
sont réunies en co. 

Z' et ^^ ont en co un point {n — i)"p*« et leurs n — 1 branches sont 
tangentes respectivement aux n — - 1 droites 

( A:', j?! — k\ Xi ) Cn-i =0 et ( k\ x^ — k\ x^ ) c,t_, = o. 

La branche de ^' tangente à k\x^ — k\xiZ=zo coupe n — i fois 3'^ 
en (i). Voyons comment se comportent les n — 2 branches tangentes 
aux droites c„_,=r: o. 
La courbe d'ordre m, 

6 = c«_, xl'-"^^ _ D j:3 H- (7^ = o, 

possède en w un point (/i — 2)"?^^ et les /i — 2 branches sont tangentes 
aux n — 2 droites c„_j=i=o. Chacune de ces n — 2 branches coupe 3' 
en /i -h / points confondus avec co, puisque 6 ^= o coupe ^' aux mêmes 
points où 6 = o coupe la courbe 



i=.ni 



o-=i 2 x'I' '{k'^ix^at— x^bi) — Xi{k\ai— k'^bi)], 
laqiielle a en co un point (/i 4- /)"p»«. La courbe 6rro se comporte 
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exactement de môme par rapport à la courbe ^". En résumé, sur cha- 
cune des n — 3 branches de 6 = o issues de w, n-\-l points consécu- 
tifs sont situés à la fois sur ^' et sur ^^ Les deux courbes ^' et ^" 
ont donc en commun en w 

/i — H-(/i-h/)(/i — 2) = /i* — n — !-!-/( w — 2) 

points. Le réseau 3 n*a donc plus en dehors de w que 

m'-+-/n-+-i — n}-\-n-^\ — /(/^ — 2) 
points flxes au plus. 

8 hls. Considérons maintenant un /e-hypercritique, forcément de 
catégorie zéro, comme on Ta vu (6, in fine). Il faut faire dans l'équa- 
tion du réseau ^ 

Il vient alors, D étant aussi nul (7), 

^m-«4-i (A'jô,,— k^h,,) H- <"-'*(. . .) -H . . . = O. 

Toutes les courbes de ^ ont en co un point /i"p*« et, par suite, «* points 
d'intersection confondus, au moins. 
Toute cette discussion se résume ainsi : 

Théorème. — Dans la supputation des m* -h m 4- i points d'intersec- 
tion fixes du réseau 3, un n-critique de catégorie l équivaut à au 

moins 

/i* — n — I -h /( /i — 2 ) 

points et un n~hyper critique à au moins /i* points, 

9. Voici donc comment on procédera dans la recherche des points 
polycritiques d'une équation donnée 



V^^ViUi^o. 



On construira le réseau ^ 



^ki{l^x)r=^^ki\i^o. 



Soit X un point où sont confondus p points fixes du réseau sur les 
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m* -h m 4- I. On résoudra en nombres entiers les équations 

p =: n^ ou p=: n*— n — i'\- l{n — a) 

et on aura les valeurs possibles de /^ et de /. Pour faire le choix, on 
transportera en x le somniet j7, = a7,=::o du triangle de référence, et 
les formules d'un théorème précédent (4) nous renseigneront d'une 
façon précise sur Tordre et celles du n° 6 sur la catégorie. 

Il serait, sans doute, possible de déterminer Tordre et la catégorie 
du point jc en laissant les coordonnées arbitraires, mais je n'ai pas 
besoin pour la suite de résoudre ce problème. 11 est aussi inutile, 
pour mon objet, de considérer le cas où des points polycritiques ou 
polyhypercritiques se rapprochent indéfiniment les uns des autres, 
ce qui fausserait, bien entendu, la méthode. 

10. Pour exprimer qu'un point est dicritique, il suffit, et c'est là 
un procédé dont je ferai un usage continuel, d'exprimer qu'il est mo- 
nocritique et de catégorie un; nous avons vu, en effet (6, in fi ne) y 
qu'un n-critique de catégorie / devient (/i -+-/)- critique, dès qu'il 
devient /^-hypercri tique; or tout point monocritique, /i=:i, est, en 
réalité, monohypercrilique (5). 

Pour exprimer que la catégorie est un, j'exprimerai qu'il y a trois 
éléments critiques (6), ou encore qu'il y a plus de deux courbes qui 
ont, au point considéré, deux points attachés confondus, car les tan- 
gentes à ces courbes forment bien, avec le point considéré, des élé- 
ments critiques. Ce procédé sera d'un usage perpétuel (57, 67, etc.). 

11. Je vais maintenant établir quelques relations entre les points 
fondamentaux (ou fixes) d'un système de courbes 

? = 2 ^'j ?>(^"»' ^*> '''a) = o (y = I, 2, 3, 4), 

Xy— consl. arbitraire, 

et les points polycriliques et pohhypercritiques de l'équation H, 
obtenue par l'application du procédé réglementaire aux quatre formes 
ternaires 9y. 

Théorème. — Un point fondamental r^pf<^ du système o =: o est un 
point xr^" rit if] ne de la rvsj^lementaire H. 
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Appelons p Tordre des quatre formes ternaires cpy; on a vu, dans le 
Mémoire, que la dimension de H est 2(/? — i). 

Je vais donner, du théorème, deux démonstrations différentes, dont 
chacune fournit des corollaires distincts. 



l2. Première démonstration, — Posons 



^y?^) = 



d?(pi <iP©j 



<i«93 G?«94 

C?P<P3 C?P94 



11 est toujours licite de supposer a<j3 puisque ([3, «):=:-- (ot, (3) 
et que (a, a) = o. Une différentiation immédiate montre que 



Appelons 



«r.(«,P)rzz(a-hi,[3) + (a,(3-hi). 

P=:^Pi{xdx)i=zO 



la réglementaire H. D'après les règles longuement exposées au cours 

du Mémoire, on a 

P = (o, I), 

d'où, par différentiations successives. 



dp- 


= (o, 


2), 


1 




(pp- 


= (0, 


3)+ (I, 


.2), 




rfT^ 


= (o. 


4) +.2(1 


,3), 




rf*P = 


= (0, 

• • • • 


5) + 3(i, 


4)H-2(2, 


3 

• • 



d^'-'^P = {o, 2/- — i)4-ai(i,2r — 2) -H. 
û?»'-»P3=(o, 2r) -f-6i(i,2/-— i) 4-. 



.-ha,.(/— i,r), 
.-H br(r — ly r -M), 



P = (o,^ + i) H- Ci(l,^) 



-+-C2(2,5 — l) -h. . ., 



OÙ les a, 6, c sont des nombres entiers et positifs, ainsi qu'il résulte 
de la loi de formation. 
Si un point x est un fondamental r"P^«, on a pour x identiquement 

o — c^j—dQj = . ..=z^'--»9y (y — 1,2,3, 4) 



et, par suite. 



(a,[3)=ro («</•-!) 
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et, par conséquent, 

Quant à d^'P^ cette expression se réduit à A:(/-, r-Hi); Arp^o comme 
on l*a vu et(r, r-hi) ^o; ainsi x est un point 2r— critique de la ré- 
glementaire. 

13. Les considérations ci-dessus conduisent à une remarque inté- 
ressante. 

Reprenons la surface unicursale /, dont il a été si longuement 
question dans le Mémoire, définie parles équations 

\ j =1, 3, 3, 4. 

On sait par des théories bien connues que, au point fondamental 
rnp^oj?, correspondent sur £ tous les points d*une courbe unicursale 
d'ordre /•, laquelle, d'après la terminologie usitée au Mémoire, sera 
« fournie » par le point jp, et que je désignerai par h. 
Si Ton pose 

(p3 3IZ Cf. .Z'j -h Cr^i -3? 5, 

a,., . . ., dr^i =11 formes binaires en a;,, .r, d'ordre égal à l'indice (ce 
qui suppose le sommet œi^zx^^^o du triangle de référence placé 
en x), on voit que les coordonnées du point courant z sur h sont 
proportionnelles à «;., b^ c^ d,. ou encore à ûf'cpy, c'est-à-dire fonctions 
ralionnelles du paramètre Xx * ^t ou dx^ : dx^^ ce qui revient au 
môme. 

Lorsque l'on a fixé la position de z sur h en fixant la valeur du pa- 
ramètre Xx : x^ ou dxi : c?j?2, on voit sur-le-champ que dzjy qui donne 
la direction d'avancement sur £ à partir de ^, est proportionnelle k 
^''*"*?y> tandis que sy, ainsi qii'on l'a vu, est proportionnelle à d''(^j. 

Pour que la droite z-^dz,z soit capilale, il faut et il sufQt que 
l'on ait 



o r= 






d''o^ d'çp^ 

^'•-^-'93 û^''-»-i9^ 



=:(r, r-f-i). 
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Pour que la courbe h soit une nodale de S (au sens du Mémoire), il 

faut et il suffit que la droite 2 + dzy s soit capitale, quelles que soient 
la position du point s sur h (c'est-à-dire les zj ou les ^'cpy), et Torien- 
tation des dzj (c'est-à-dire les d^-^^f^j). En d'autres termes, il faut et 
il suffit que Ton ail identiquement (r, /•4-i) = o, et, par suite, 
d^^P =: o (12). Alors le point fondamental /'"p*® considéré est non pas 
2/'— critique, mais bien (ir-h i) — critique. Ainsi il vient : 

Thêor6mb. — Pour que la courbe h fournie sur la sur/ace ^ par un 
point fondamental r**P^^ soit une nodale, il faut et il suffit que le 
point soit, non pas un 2r — critique^ mais un {2r -{-lycritique de 
la réglementaire. 

Kevenons maintenant au théorème du n"" 11. 

ik. Seconde démonstration, — Pour l'établir, nous formerons expli- 
citement la réglementaire H. On a vu, au cours du Mémoire, que la 
réglementaire provenant de quatre formes ternaire» ^y est, en écri- 
vant Ui pour {xdx)iy ce qui est indifférent, 



P = 



Ui 


tt, «3 




"1 


Ui 


"8 


?ll 


?1». ?13 


— 


?3l 


?SJ 


?33 


?J1 


?« ?i3 




?tl 


9*i 


?48 


ffl 


à9j 


( 


• 

1 I 


^ 


/;. 



!<- 



= 7,^iUi — o, 



dxi 



On pose, comme plus haut (13), 



af.x^ 



9i^ 



C f X 



3 



a 



r^\^ .1 



*p-r- 1 



bp, 



les a, b, Cy <i étant des formes binaires en Xi, x^, d'ordre égal à l'in- 
dice, et p Tordre des <py. La dimension de H sera, comme on sait, 

2{p — \). 

Si l'on pose 

da^ . 



«r,I = 



dxx 



«r,ï = 



âa^ 
dxt 



a6 
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il viendra, pour H, 



P = 



S" 



iUi 



«1 



,P-r 



^r,l"3?g -H ^ /•-+-!, l «3? 3 



p-r-\ , 



«r.2^? '' + 



(/? — r)a,.:r5 '* ^-\-ar^i(p — r 



i)xs— « 



Uo 






(p 



6,,, a:i'-' 



"r,l **'3 -1- . . . 



d 



r,2 «^ 



3 



(p - r)c,J7r'-» -+-. . . (/> - r)xP-'-' 4- 



=10. 



Cherchons le terme de plus fort exposant pour x^ dans P,, Pj, Ps. 
On aura dans Pi, pour exposant maximum de ^3, 2(/> — r) — i, et le 



coefficient de .r|'''"'*^~* sera 



ip-r) 



( a,. br 









sous bénéfice du théorème d'Euler appliqué aux formes binaires 
d'ordre r, l'expression devient 



P-'œ,K = 



r 



p — r 
^ï 






Cr,2 "iM 



On trouvera de même que le terme en ^3 d'exposant maximum dans 
Pj est 



r 



Dans P3, le terme d'exposant maximum pour x^ est 



Ainsi 



a^l'^-'^K. 



Pi = - 



/• 



•37 1 Iv «X- j. -7** . . . , 



Pj = - ^—^x,K a:? "»-'•'-' + . . ., 



/• 



Pj^rKa^r"- '■'+.... 
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Sous le bénéfice de \^a7/M, = o, il est licite d'écrire 

l — »*' o Mu T^ • . . y 

r * 
L et M sont des formes binaires en Xi et œ^ d*ordre 

2{p — l) — 2{p — r — l)=z:2/*, 

puisque H est de dimension 2{p-—}). D'autre part, Pj débute par un 
terme en ^J^''"'"' et K a pour ordre 2(r — i). Il résulte bien de là, en 
se reportant au théorème du n** 4., que le point;ri=::a:,=:o est 2r-cri- 
tique pour la réglementaire. 

15. La signification géométrique de K est fort simple. Reprenons 
la courbe h (13) fournie sur la surface i par le fondamental /-^^p^^j?; 
les coordonnées du point courant sur A sont proportionnelles à a„ ^,., 
Cr9 d,.. D'explications données au Mémoire, il résulte que les valeurs 
de Xi : jjj, racines de l'équation 









i=K=zo, 



donnent les points de h où la tangente est capitale. Si donc K est 
identiquement nul, la tangente est capitale en tout point de h; h de- 
vient une intégrante de i. Mais si K = o, on voit immédiatement que 
le point fondamental /"p^® n'est plus 2/*-critique, mais bien 2 /--hyper- 
critique pour la réglementaire. Nous énoncerons donc le 

Théorème. — Pour qu'un point fondamental r"P^« soit non pas 
ir-critiquCy mais 2 r-hyper critique pour la réglementaire , il faut et il 
suffit que la courbe h fournie par le point fondamental soit une inté- 
grante. 

11 est à peine besoin de faire remarquer que les considérations des 
numéros précédents, à partir du n® 11, et relatives à un ordre de mul- 
tiplicité /• du point fondamental et à un ordre p des formes ternaires, 
cpy quelconques, sont la généralisation de ce quô j'ai démontré au 
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commencement de la iroisiôme Partie du Mémoire pour le cas parti- 
culier /-zzil, /7=r 4* 

Quoique le sujet soit encore très riche, j'arrête là l'exposé de la 
méthode générale des points polycritiques et polyhypercritiques, et 
je passe aux applications. La principale raison d'être des développe- 
ments présents se trouve dans la troisième Section de ce Supplément. 
Mais plusieurs applications peuvent être faites immédiatement. 

Applications diverses de la théorie générale des points polycritiques. 

16. Une équation différentielle du premier ordre et du premier 
degré n'a, en général, que m'-f- m -hi points monocritiques. La poly- 
criticité est une singularité qui exige entre les coefficients des rela- 
tions d'autant plus nombreuses, que l'ordre de polycriticité est plus 
élevé. Il est d'ailleurs facile de trouver, pour une dimension donnée m, 
la limite supérieure du nombre des points polycritiques et polyhyper- 
critiques. Le théorème du n^^Sbis donne immédiatement l'inégalité 

(o) ^^'-^^['^^ — n — i-\-l{n — 2)]^m^'^m-\-i, 

le premier 2 s'étendant aux divers points polyhypercriliques d'ordre n 
respectivement; le second 1 comprend les points /i-critiques de caté- 
gorie / respectivement. On peut même, en écartant des cas particu- 
liers, où le raisonnement géométrique des n" H et S bis serait en 
défaut, écrire 

(o') m*-h m -M = \^/i'-f- \^[w*— n — j -h /(/i — 2)]. 

17. Faisons quelques applications de ces relations. 

Il ne peut y avoir plus d' un m critique dans une équation de di- 
mension m. 

Si n =z niy la catégorie /, qui est toujours 1 m — w, devient zéro. 
S'il y avait deux points m-critiques, on aurait 

m* -h m -f- 1 ^ a m' — im — 2, 
m* — 3 m — 3 1 o. 

Une des racines du trinôme annulé est négative el l'autre comprise 
entre 3 et 4i et //i 1= i , 2 , 3. 
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Les dimensions i et 2 sont à écarter, car on sait que, pour mzni, 
on a affaire à l'équation bien connue de Jacobi, et pour /n =z 2 à Té- 
quation étudiée par M. Darboux, et qui peut avoir plusieurs points 
dicritiques. 

Pour mz=i3, m'4- /w H- ii=ri3 et m' — m — i = 5, il peut donc y 
avoir deux points Iricritiques au plus. 

Si donc on met de côté cette dernière équation de dimension 3, 
qui sera étudiée dans la seconde Section de ce Supplément, la propo- 
sition est démontrée. 

18. THÊORÈaiE. — Si une équation de dimension m possède un 
m^critique, son intégration se ramène à celle d'une équation de Rie- 
cati; s'il y a un m-hypercritique, l'intégration n'exige que des qua- 
dratures. 

Prenons le point m-critique au point c«)(j:?i=: j?,:=o), les formules 
du n° k donnent immédiatement, si Téquation est 



2 Pi "1 = 0, 



«/«> à,n9 . . ., c,„= formes binaires en x^ et x^ d'ordre égal à l'indice. 
Changeons de variables en posant Xi:=ix, Xi^zi^ Xi^=: z; alors 

Ui ou x^dx^ — x^dxi devient dz, 

Uf ou X3 dxi — Xi dx^ » z dx — x dz^ 

Mj ou Xi dxi — x^ dxi » — dx^ 

et l'équation différentielle devient 

C,n-i{x, 1)3*4- S[C,„_,(^, }) — l},„(x, I)] 

4- ^[Xb,n{x, 1) — rt,;,(j7, l)] = 0. 

C. Q, F. D. 

Si w est m-hypercritique, c,rt_,= o, et l'on est ramené à une équation 
différentielle linéaire, dont l'intégration n'exige que des quadratures. 
Ce théorème a été déjà énoncé par M. Darboux pour la dimension 
deux (Darboux, p. i25). 



30 SUR LA THÉORIE DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES. 

19. Passons maintenant aux points {m — i)-critiques dïine équa- 
tion de dimension m. 

Combien y en peut-il avoir? 

Un premier point absorbe, sur les /n*-h /w -h i points critiques pos- 
sibles, au moins 

(m — i)* — (m — i) — i=i/w* — 3/w-hi, 

et il reste pour les autres points (m — i)-crijiques au plus ^m. Pour 
qu'il y ait un second poiiit (m — i)-crilique, il faut que 

[\m^m} — 3wî -Hi, 
/w* — 7m -+- ilo. 

Les racines du trinôme sont comprises entre zéro et un et entre six 
et sept. Il y aura donc plus d'un point (m — i)-crilique seulement 
pour m = I, 2, 3, 4, 5 et 6. 

Deux points {m — i)-cri tiques absorberont i{m} — 3m-t-i) points 
monocritiques sur les m*-i-/w-+-i, et il en restera encore au plus 
pour un troisième 

m'-hw-l-i — 2(m* — Zm -\-\).=^ — w*-4-7w — i. 

Il faudra donc avoir 

m} — 3 m -h 1 1 — ni^-i-jm — i , 
2 m- — lom ■+■ 2S0, 
m* — 5 m -h 1 2 o. 

Les deux racines du trinôme sont comprises entre zéro et un, entre 
quatre et cinq; il y aura trois points {m — i)-critiques seulement 

pour m = 1, 2, 3 et 4. 

Le cas m := i, 2, 3 ne présente aucun intérêt puisque Ton a affaire à 
des points mono et dicritiques; Téquation de dimension quatre à 
trois tricritiques sera étudiée dans la seconde Section. 

Il serait facile de multiplier ces applications. Je n'ai voulu indiquer 
ici que la marcbe à suivre et signaler quelques équations remar- 
quables que j'étudierai dans la seconde Partie. 

20. La connaissance des points polycritiques donne quelquefois a 
priori l'intégrale générale, et voici comment : 
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Prenons une courbe indécomposable /==o el une écjuation de 
dimension m, 

Si /• est Tordre de/=o, on a vu que les points allachés à/=o dans 
le connexe seront découpés sur la courbe par une seconde courbe 

àf 



''/=2-'ë=- 



et seront, par suite, au nombre de 

r{ni -h /• — ï). 

S'il y a plus de /(m h- /• — i) points attachés, P/est divisible par / et 
fzn o est une intégrale. 

Supposons maintenant qu'un faisceau de oo courbes d'ordre r passe 
par divers points polycritiques d'ordre n', n\ n", .... Il y aura en 
chacun de ces points n\ w", n'^^ . . . points attachés, et si 

/i'H-/i''-|-/i"4-. . .>r(//i-+- /• — i), 

chacune des courbes sera une intégrale; l'équation sera intégrée 
complètement. 

Un premier exemple est donné pour la dimension deux, lorsqu'il y 
a quatre points dicritiq^ues : le faisceau des coniques passant par ces 
quatre points donne l'intégrale générale. Ce résultat a déjà été aperçu 
par M. Darboux (Darboux, p. 127). 

Pour la dimension trois, nous signalerons les équations qui ont un 
point tricritique et trois points dicritiques; toute conique passant par 
les quatre points aura 3.-4-2 x 3=19 points attachés au lieu de 
2(3-+-2 — r) = 8 et sera une intégrale. Le faisceau de ces coniques 
donnera l'intégrale générale. 

On multiplierait aisément ces exemples. 

21. Je vais passer maintenant à quelques applications d'un tout 
autre ordre, où jouent encore un grand rôle les points polycritiques 
et polyhypercritiques. 

Dans le premier Chapitre du Mémoire, j'ai exposé une manière de 
représenter dans l'espace une équation différentielle ou un connexe 
par une surface i, de façon que les intégrales fussent représentées par 
les courbes intégrantes tracées sur la surface i. 
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J'ai établi ensuite des relations entre le degré N de la surface i et 
la dimension m de Téquation. Voici ces relations : 

Si Ton considère un élément fixe du plan du connexe ou de Téqua- 
lion différentielle (élément focal ou focal) [par exemple, Télément 
formé par le point (ù^Xxzzzx^^^o) et la droite 12(;r,=i: o)], et les oo co- 
niques adhérentes au focal (tangentes a Q en w), le degrés de i est le 
nombre des points, autres que w, attachés dans le connexe à une quel- 
conque des coniques précédentes. 

Je vais m'occuper spécialement des équations où N, au lieu d'être, 
comme en général 

2(/W-hl), 

ne dépasse pas m. Voici leur construction. 

22. Soit n Tordre de polycriticité du point (ù{xi=z x^^ o), qui 
forme le focal conjointement avec la droite £2(^1=0). Je ne restreins 
ainsi nullement la généralité, puisqu'un point ordinaire peut être as- 
similé à un point critique d'ordre zéro (5). On aura, pour l'équation 
différentielle (5), 



P^:^ ^i^i= O» ' ~ '» ^» 3, 



/«> 



3 — *'«— î**'3 «^ ^m> 

les a, 6, c étant des formes binaires en ^i, x^ d'ordre égal à l'indice 
et les indices négatifs, dans les cas /ir^o et i, indiquant des expres- 
sions identiquement nulles. 

Une conique quelconque tangente en o) à la droite 12 a pour équa- 
tion 

/== kx^x^ — f) 1=: o> I) = dxix\ -+- idiiXiX^-\' ûfsî^f, 

k, diiy du, di^^=: const. 
Cherchons sur la conique les points attachés. On a 



à/ 



r = m 



P/=2 ^' di. =- *c«_,J?,a;'«-»+» - *^,c„,-i- 2 ^"""^ ^'— ^^»*r), 



r=« 



0;.= a,.Di-h t?rlJ%f Wi^ j^y 1^2= ^ 
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Les points attachés cherchés seront découpés sur la courbe P/ =^ o, 
de degré m -+- 1, par la conique /= o elle-même. 
Si donc on remplace, dans P/, a?8 par 

et qu'on chasse les dénominateurs, la forme binaire, obtenue en 

s=m—n-ht 



*=i 



donne, par son annulation, les droites qui joignent w aux divers points 
attachés. 

A est d'ordre am-i-a — w, puisque le point co étant /i-critique 
n points attachés sont déjà confondus en w (théorème du n° 3). Il 
doit y avoir parmi les 2 m 4- 2 — n points attachés définis par la rela- 
tion A = o, N ailleurs qu'en w et, par suite, 2m-h 2 — n — N confon- 
dus avec w. Comme la droite ^,=^ o ou û touche la conique /::^ o en 
0), la forme binaire A doit être divisible par ar|'»^"*-"-^ et cela pour Ar, 
diiy dify d^i quelconques, puisque le fait doit avoir lieu pour toute 
conique tangente en co à 12. Le coefficient dans A de chaque puis- 
sance de k doit ainsi être divisible par a?|'""^*~'»"^', c'est-à-dire 

C/y»/|l— /l-t-l 

(°^ ^a^-Hœh -D6 .} divisibles par xr*«—«, 
51=1,2, 3, ...,w — n -{- l 

puisque x^ ne divise pas D. 

Telles sont les relations dans le cas général. Je vais, dans la suite 
de la discussion, supposer que rentier N ne dépasse pas la dimension 
m, m^N. 

Pour discuter les relations (o), je vais supposer successivement 

c„_2^o, oj /i-critique, 
C;,_j=o, Cl) w-hypercritique. 

23. Première hypothèse : Cn-i^o. — Alors les relations (o) du nu- 
méro précédent donnent immédiatement 

n — 2 ^ 2 m -h i - - n — N 
Univ. de Lyon, III. — A. 3 
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et 

(i) N^2(m-i-2 — /i), 

et, comme m^N, 

(i)' 2w^m-h4> 

ce qui donne une limite inférieure de Tordre de polycriticité n. 
Les relations (o) donnent ensuite 

. . \ ^«—2 — «^2 YN— î/n— M-î«> 

les q étant des formes binaires en œ^y x^ d'ordre égal à Tindice. 
Enfin on a {voir plus haut n° 22) 

X\ ( X^ Os-hn- 1 " ^f-4-n— 1 ) 

-—•^2 L "il ( 2 ^1^2^*-+-»-! «^^^i ^f-«-n-l) 
-h «22 (2^2 Og^n—l ^2 ^s-hn—i ) 
-h 2ai2(^j«j-+./i— l-h .ri^2^*4-«-l — '^l'3^2^*-»-/t-l)] ( )> 

5ZZII, 2, 3, ...,m — w-f-r, 
expression qui doit être divisible par a:|'"+'-"-'^ quelles que soient</i,, 

W|2, ^22* 

Cela fournit immédiatement les conditions 

/ »^2 '^S+n—l — «^2 "*» 

A^, B^, Cf = formes binaires en ^r^, x^ d'ordre 

N + 2(5— m+Al — l) (5=: I, 2, . . ., m — /l-hl). 

L'ordre de A,, B^, C, est minimum pour 5=:i et est alors N — 2 (m — ai), 
c'est-à-dire, en vertu de (i), au moins quatre. 
Du système (3), on tire 

/ n — /y.2m-+-l— rt— N— J A \ 

(^) { „ ; 5 = 1 , 2, . . . , m — W -h I , 

( ^S-^n—l — -^2 *** ' 

■ 

( ' ) Je ne fais pas les réductions pour indiquer la provenance des termes. 
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et Texposant de ^r^ est au moins, pour 5 = m — /i-4-i, w — N, c'est- 
à-dire n*est pas négatif. 

Tenant compte du système (4) dans la troisième des relations (3), 
j'obtiens, après suppression dans les deux membres du facteur 

/yiSm — n — N 

•3?i ( 2 JP^ \g — ^1 Sjg ) "^^^ .2?2 Kjs» 

Cela donne d'abord 

Ci étant au moins cubique, et ensuite 

» 

2^2A5— ^iB,= j?*Ci, d'où Bi=j?,Bi, 

et enfln 

2 A, = j?, Ci -h J?i Bi. 

Sous le bénéfice du système (3), on a finalement 

^ ) h — y.î/n-M-«-N— *|)' <^^ 

Si l'on tient compte à la fois des systèmes (2) et (5) et des expres- 
sions de P, dans le n** 22, j'obtiens, doublant les q, 

2P3= .r--^(^r"^2^r"^'^N-«/«-«^-«-+- <7n), 



i=:m 



2P,= 2a;;-'.2;»'«-N-'(a:,B,;,_,H.,„_„,-t- a;,CN-,4-,(.-m)), 



i = m 



aP.= 32<~'^î'"-''-''BN-.H..(,-m). 



I = /I 



On voit que les trois P,- sont divisibles par j?^-^, et, comme la dimen- 
sion de l'équation est m et non m — m -t- N ou N, il faut évidemment 
avoir mz=:N. Alors 



t=:m 



Pi ^^^3 ^2 ('^|Bj|_,„_i -h J?îti2/_;„_, ), 






(6) ' _v «-<• «.-<• 



i = n 
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Enfin, rinégalité (i)' 

assure bien le signe positif au\ indices de B', C et des q. 

Les formules (6) donnent ainsi les équations qui ont au point w uri 
point critique y mais non hypercritique, et pour lesquelles la dimension 
n'est pas inférieure au degré N de la surface représentative S, 

On voit que S a précisément pour degré la dimension de Téquation 
et qu'il existe une limite inférieure pour Tordre de polycriticité de w. 

'^/Seconde hypothèse : Cn-2^=0y oi point n-hypercritique, — Le 
système (3) du numéro précédent subsiste, mais se discute un peu 
autrement. 

On ne peut avoir a«= ^«=1, car le point w serait alors (/i-h i)-cri- 
tique. Alors, faisant dans le système 5 = 1, on voit que 

W-h2 = 2/W-f-2 — n — N, 
n^2m — n — N, 

et comme N ^ m, il reste 

(o) m^N^2(/n — /i), 

(o') 2n^m, 

ce qui fournit pour Tordre de polycriticité de co une limite inférieure. 
Si les inégalités précédentes sont satisfaites, on peut résoudre le 
système (3) du numéro précédent par rapport à a^+n-i et bg^^^i. Il 
vient le système suivant identique au système (4) du numéro pré- 
cédent 

— «,»mH-l— rt— N— 5 A 
s-i-n—1 — ^^2 ^S9 

Texposant minimum de x^ est, pour le maximum m — n -h i de 5, 
égal à m — N et n'est pas négatif. Le minimum de Tordre de A, a 
lieu, au contraire, pour 5 — 1 et est N — 2(m — /i). 

Si Ton tient compte de la relation (o), on peut supposer 

N — 2(/W — /i)=:0 

OU N -- 'î(m — n) positif. 

Si j\ — 2 (m — n) =::o, A, et Bj sont des constantes ainsi que C,; 
mais, dans la dernière des relations (3) du numéro précédent, C, est 
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divisible par a:^; cela exige Ci = o et, par suite, Ai=Bi=::o. Alors 
a„=: bn= o et (1} serait (au- i)-critîque, ce qui est absurde. 

Il faut donc faire N — 2(m — /i) > o. Alors Tordre de A,, B,, C, est 
au moins un. La discussion s'achève comme au numéro précédent; 
on obtient, pour Pi, Pj, P3, les mêmes expressions, sauf que P3 se 
réduit à ^,„. On aura encore 

N = m, 

et la relation (o)' deviendra 

2/1 > m. 

25. J'ai construit d'une façon complète l'équation pour laquelle le 
degré N de la surface représentative £ ne dépasse pas la dimension m 
et j'ai montré que N est alors précisément égal à m. Je vais mainte- 
nant indiquer en quoi consiste l'intérêt de semblables équations. 

Mais, auparavant, donnons un mo^'cn de reconnaître si une équa- 
tion donnée rentre dans la classe que nous étudions. 

Il faut d'abord qu'elle possède un point w 



ou bien 



Ti-critique tel que 2 w ^ /w -+- 4, 

n-hypercritique d 2 /i > m. 



Ensuite, si nous cherchons quelles droites forment avec le point w 
des éléments critiques (6), nous reportant aux formules (6) du n° 23, 
nous voyons que ce sont les droites 

Ainsi m — n-\-i éléments critiques sont confondus avec le focal. 

Voici donc la règle pratique pour trouver si unç équation donnée 
rentre dans la classe à étudier : on choisira, parmi les points 

/2-critiques tels que 2 ai ^ m -h 4> 

/i-hypercritiques » 2 « > m, 

ceux pour lesquels il y aura m — n h- i éléments «-critiques con- 
fondus. On choisira les coordonnées de façon à avoir pour l'élé- 
ment (m — /î -H i)"P*e critique 

«J^i — '- JC'^ — Wj — Wj — o, 

et l'on verra si P, prend la forme indiquée aux formules (6) du n** 23. 
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26. L'intérêt des équations que nous étudions est que leur inté 
gration se ramène à celle d'une équation de dimension moindre. 

Rappelons d'abord quelques propriétés du mode de représentation 
introduit dans la première Partie du Mémoire. 

Toute conique adhérente au focal représente une capitale de l'es- 
pace H lieu des surfaces représentatives S; les diverses coniques 
adhérentes au focal et passant par un point flxe représentant les 
diverses capitales [de H qui rencontrent une certaine capitale fixe, 
laquelle, à son tour, rencontre le côté ^14(51=154=10) du tétraèdre 
de référence. 

Un connexe d'ordre m et de classe p étant donné, toute capitale 
qui rencontre gn, ne perce plus i, ailleurs que sur ^u, qu'en/? points, 
toute capitale qui rencontre ^,4 ne perce plus /, ailleurs que sur gu, 
qu'en m points. 

Toutes ces propriétés ont été longuement exposées dans le premier 
Chapitre du Mémoire et il suffit ici de les rappeler. 

27. Cela posé, prenons une équation de dimension m, ayant m 
pour degré de la surface représentative /. Supposons que, outre le 
point /i-critique w dont il vient d'être question, il y ait encore un 
point /i'-critique, que j'appelle w'. 

Toute conique adhérente au focal et passant par «' n'a plus, ail- 
leurs qu'en w et w', que m — n' points attachés. Le point w' repré- 
sente une capitale h de l'espace U, laquelle rencontre ^14. Les coniques 
dont il vient d'être question représentent les capitales de H qui ren- 
contrent h. Les 00 éléments adhérents à co' sont situés sur le connexe 
et représentent en même temps les divers points de li\ h est donc 
située sur i, et toute capitale qui rencontre h ne rencontre plus ail- 
leurs i qu'en m — n' points. 

D'ailleurs, la classe du connexe étant un, toute capitale qui ren- 
contre ^14 ne rencontre plus ailleurs i qu'en un seul point. 
. Faisons intervenir une de ces substitutions régulières linéaires lon- 
guement étudiées dans la seconde Partie du Mémoire : uous pouvons 
laisser ^14 fixe et faire coïncider l'arête ^24 du tétraèdre de référence, 
précisément avec h. Soit i' la surface transformée de i par la substi- 
tution régulière. Les intégrales de l'équation différentielle proposée, 
les intégrantes de / et de i' seront connues dès qu'on connaîtra les 
intégrales de l'équation P', qui admet i pour surface représenta- 
tive. 
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Or, toute capitale de Tespace H qui rencontre 

gn ne perce plus ailleurs S^ qu'en un seul point, 
^,4 » £' qu'en m — n! points. 

L'équation P' sera donc du premier degré et de dimension m — n'. 

c. Q. F. D. 

Théorème. — Toute équation de dimension m, qui a aussi au plus m 
pour degré de sa surface représentative et qui possède, ailleurs qu*au 
point de V élément focal, un point n^- critique, s* intègre par une équa- 
tion de dimension m — n'. 

Comme il y a, en général, hors du point de l'élément focal, au 
moins des points monocritiques, la dimension pourra être, en géné- 
ral, abaissée d'une unité au moins. 

Du rôle des pointe polycritiques et polyhypercritiqnes dans l'application 

de la méthode de M. Darboux. 

28. Il est naturel quand on présente, comme je le fais, une méthode 
nouvelle pour l'étude et l'intégration de certaines équations différen- 
tielles, de chercher les rapports de la méthode avec d'autres précé- 
demment connues. Dans le, cas actuel, nous trouvons la méthode de 
M. Darboux, telle qu'elle est exposée dans son Mémoire, si fréquem- 
ment cité par moi, du Bulletin des Sciences mathématiques (1878). 
Au cours de mon Mémoire, j'ai toujours eu soin de montrer que la 
méthode de M. Darboux ne réussissait pas pour les équations que 
j'intégrais par la mienne; mais je n'ai jamais cherché d'une façon 
générale le lien qui réunissait mes recherches présentes avec les 
travaux de M. Darboux sur la matière. 

Les considérations fondées sur l'emploi des courbes intégrantes 
tracées sur les surfaces sont évidemment sans lien aucun avec les 
travaux de M. Darboux; mais il n'en est pas de même des considéra- 
tions fondées sur les propriétés des points polycritiques et polyhy- 
percritiques. En effet, les points critiques ou singuliers, comme dit 
M. Darboux, jouent un certain rôle dans sa méthode, et il est intéres- 
sant de rechercher comment se range ce rôle dans la théorie générale 
des points polycritiques, telle que je l'ai exposée au commencement 
de ce Supplément. 
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29. Etant donnée une équation de dimension m 

i 

et s intégrales particulières algébriques 

/=Oy /,=ro, ..., /t^i=o, 
on a, par déOnition, 

P/=K/, P/,= K,/„ ..., P/,-, = K,«,/,-„ 
les K étant des formes ternaires en ^/ d'ordre m — i et 

I 

M. Darboux montre que, si Ton trouve s constantes a telles que 

(i) JSa/i 1= ah -h «1^1 -+-. . .H- a,_iA,_, == o, 

(2) 2aK = aK -+- aïKi-h. . .-f- a,_iK,_t=o, 

les h étant les ordres des /, l'intégrale générale sera obtenue en éga- 
lant à une constante arbitraire le produit d'ordre zéro 

Le premier membre de (2) est une forme ternaire d'ordre m — i : il y 

a donc |/n(/n-hi) coefficients à annuler, ce qui, joint à (i), fournit 

entre les a 

m(ni -f- 1) 

2 

relations linéaires et homogènes; pour y satisfaire, il faut que les 
arbitraires a soient au nombre de -Jm(/w-t- i) -h 2 au moins; il faut 

donc q&e 

.^ m ( m H- I ) 

g> —^ i -h 2, 

2 

en général. 

Cela posé, supposons qu'il y ait un point /i-critique w par lequel ne 
passe aucune des s intégrales particulières. M. Darboux a examiné ce 
qui se passe pour n=:i; je vais généraliser son analyse pour n quel- 
conque. 
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Soit ;ri = a?s= o le point &>, on aura dans l'équation 

P=2p.«/ = o, 

i 

d'après le n® 5, 



Pi UnX';^ "H-. . .-Ha;,„ 




Pî ^n^" "-H. . .-H^/«, 








/ ^5-^^i^î * +^.^i' '-^. 


••+^A> 


/, =:^t-f- Orf»)^'!-!^. 


. . -+- ^i'\ 


y 1 •'*' 8 ^^ o 1 **'j ^^ 


' O «! ' 



H- (c„_,<-''+' -h c,„) [A^5-« + ( A - i).r*-Vi + • • •] 

P/, = A, c„_,a:;«-''+*^» + ^r;»-»-^* (A, - 1 )^V ' c„_, -f- . . . , 
P/,= . 

^j^ désignant une forme binaire en x^ et ^, d'ordre égal à a, 

Par simple division, on trouve 

K =/--' P/= A c„_,^r"''' - <-"c„-.^, + . . . , 



et, par addition, 

les 1 s'étendant aux s intégrales particulières algébriques dont on 
dispose. 

La courbe d'ordre m — i, H = o, possède en w un point (ai — 2)"pi«, 
mais si l'on fait 

(3) 25c/t~ia^,rr:0, 



}^ <ir» LA TWtOtn ftt» iQC.tTIO!9» BIVFtHCfTnLUS. 

1^ point '»> rl«*vif nt /fP*« et il ne re^te phi^ dan:» le premier memlire de 

la relation ii) que 

m( m -*- i) n( n — [) 



coefficient^^ à annuler au lieJi de J^m. m-^i)i or, lesreUtIoQS( 3) four- 
nii^"^enl, les ^, étant linéaires, troi.'i équations entre les a, dont une 
idenfiqrie à Ci). 

Non M n'avon!^ donc, pour déterminer les 2 et annuler identique- 
ment H, qu'à :4dli.'*faire à 

m( m — ï) /i</i — I) 

1-2 -3 

2 2 

équations linéaires et honïofrènes au lien de 

m(m -1- i) 

1- 2. 

2 

Si c«_j est nul, le point 'j) est /i-hvpercritique, &> est un point #i*p'* 
de la courbe H = o, et le nombre des conditions entre les a se réduit, 
comme on le voit de suite, de 

n( n -+- 1) 

2 
unités. 

30. Si /i~i (cas considéré par M. Darboux), w est monohypercri- 
tique et le nombre des conditions entre les a se réduit d'une unité; 
s'il y a 7 points pareils, le nombre dos conditions se réduit de q unités 
et on retrouve la proposition de M. Darboux : 

fft ( nt -+- I ) 
Si l'on a — h 2 — 7 =^P solutions particulières algébriques 

2 c^ 

/> /i> • • •» /p-i ne passant pas par q des points singuliers, l'intégrale 
générale sera de la forme 

/V?'--/;i:T'--const. 

D'après l'analyse qui précède, il est aisé de voir comment le tbéo- 
rème se» modifie si //>i. (^Jiaque n-crilique réduit le nombre des 
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conditions entre les a de {/i(/i4-i) — 2 unités, chaque n-hypercri- 
tique de ^/i(/i -H i) unités. Ainsi : 

Dans Vapplication du théorème de M. Darboux, chaque n-critique 
compte pour |/i(/n-i) — 2 points monocritiques, chaque point n-hy- 
percritique pour \n{^n -^ \), 

En particulier, chaque point dicritique ne compte pas plus qu'un 
point monocritique. Je n'ai donc rien à changer au Mémoire où je 
n'ai considéré que des points dicritiques. 
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DEUXIÈME SECTION. 



TRANSFORMATION D'UNE ÉQUATION DIFFÉRENTIELLE DU 
PREMIER ORDRE ET DU PREMIER DEGRÉ PAR UNE 
SUDSTITUTION CREMONA. 



31. Dans les quatre derniers Chapitres de la troisième Partie de 
mon Mémoire, je me suis servi des propriétés d'une substitution qua- 
dratique ou cubique Cremona, au point de vue des modifications 
qu'elle introduit dans une équation différentielle. Mais je n'ai traité 
la question qu'au point de vue des applications assez immédiates dont 
j'avais besoin. Je me propose de reprendre la théorie d'une façon tout 
à fait générale; j'en aurai besoin dans la troisième Section du présent 
Supplément; de plus la théorie, conjointement avec celle des points 
polycritiques, permet d'intégrer un certain nombre d'équations diffé- 
rentielles; elle mérite donc une exposition détaillée. 

32. Rappelons quelques propriétés d'une substitution Cremona 
d'ordre / 

On sait que les trois courbes d'ordre / (p,= o ont /*— 1 points fixes, 
que j'appellerai essentiels (*) ou points essentiels de la substitution a. 
D'une façon générale, les courbes 9^=0 peuvent avoir des points 
multiples communs, c'est-à-dire des points essentiels multiples. Un 
point essentiel r"P*« équivaut à r* points essentiels simples. A un 



( ' ) L'expression consacrée est fondamentaux. Si je change le mot, c'est afin d'éviter la 
confusion avec les points fondamentaux dans les équations réglementaires. 
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point essentiel r"P** de a, o- fait correspondre non plus un point unique, 
mais tous les points d'une courbe unicursale d'ordre r, que j'appel- 
lerai courbe essentielle de o-. Je dirai, pour abréger, que o* transforme 
chacun de ses points essentiels r"P*" en une de ses courbes essentielles 
d'ordre r. 

Pareillement les trois courbes d'ordre /, 0/(.r)z=o, ont aussi des 
points communs ou essentiels de la substitution a~^ équivalents à 
/*— I points communs simples; o-""* transformera encore chacun de 
ses points essentiels r«p*e* en une de ses lignes essentielles d'ordre r. 

Enfin si o* transforme un de ses points essentiels a: en une de ses 
courbes essentielles X, c"* transformera tous les points de X en le 
point unique a?. 

Tous ces résultats sont très connus, et je n'insisterai pas davantage, 
renvoyant au second Volume des Leçons sur la Géométrie de Clebsch. 

33. J'emprunte maintenant quelques notations à deux Mémoires de 
moi insérés au Journal de Mathématiques (1887 et 1888) et traitant 
des substitutions crémoniennes et des substitutions linéaires de con- 
tact. 

Dans ce travail, j'ai considéré les transformations par une substitu- 
tion Cremona non pas d'un point Xy mais d'un élément (^, u) de con- 
nexe. J'ai montré que la substitution transformait les coordonnées xt 
et Ui de l'élément de la façon indiquée par le symbole 



(j = 



Ui ^Uj^ij 

i 



(«,7 = 1,2,3), 



0/y étant le coefficient de -^ dans le jacobien des 9/. De plus, bien 
entendu, 

^UiXi^O. 
i 

Posons 

(7 Xi =r cp,-, (j Ui =z 2 uj ^ij ; 

appelons c^, le point de coordonnées o-^,, transformé de x par tj et 
Gu la droite de coordonnées (tm/. Appelons (7{.Ty u) ou transformé 
par fj de Vêlement (x, u) l'élément (ex, 7u). 



Soit jf un connexe f(.r,u)=o; le connexe tC aura par déSnitioa 
ponr équation 

An lien d'écrire Ffj?, «) = o, on peut écrire 

F ( ^^r** jp, ^-r"* M ) = o, 

piiir;rjne 9^ Jt rri j?, ^^^* u^=^ u, 

f>n voit alors que le connexe ^Ce^t le lien «ies élément.'* a^M^, a), 
(.a?, u) étant Télément courant du conns^xe C tC sera /<? iran.%fornké 
par ff du connejte €. 

Soit une courbe C p(,r)z^o ou 71 « » =r o, décrite par le point mo- 
bile j? on enveloppée par la droite mohili* «/, la courbe s-C iransfor- 
mée de C />flrr ç aura pour équation 

9p{x) -^ p{'7X)-^o OU çq{u)^^q{çu)=zo, 

en écrivant/?(a;)et/>(^jf)aulieu de/>(jr,,X4, jt,) et p(^jr,,3^jr„ffx,). 
La courbe ^C sera parcourue par le point o-' jr ou enveloppée par la 
droite o~* u. En un mot, le symbole de la substitution placé devant 
celui d'une r/uanlité ou d'une figure désignera ce que devient la 
quantité ou la figure par Vefiet de la substitution, 

34». Si Ton a un connexe Q d'ordre m et de classe c, le trans- 
formé aQ aura, en se reportant à l'expression de a donnée dans le 
numéro précédent, pour ordre m/H-2c(/— i)et pour classe c, /étant 
Tordre des formes ternaires 9/ qui déOnissent <7. Si c ^= i et qu'on con- 
sidère le connexe P auquel nous avons toujours affaire, on voit que le 
connexe cP, dont Téquation est 

i i 

a encore pour classe un et pour ordre 

m/4- 2(/— l), 

P,((p) étant ce que devient P, quand on remplace xt par <p/. 

On voit ainsi qu'une substitution Cremona d'ordre / transforme 
une équation (différentielle du premier ordre et du premier degré) 
do dimension m en une équation de dimension /n/-H a(/— 1). 
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L'équation différentielle P peut s'écrire aussi 



^Pi{xda:)i~ 



dxi a'i Pi 



=r {Px dx) =0, 



La transformée par o- de Téquation pourra s'écrire 

(P(?)9^?) = o. 

Remplaçant l(^i par ^Içiy^v, ^9i par ^^^ijdxj^ {xdx)i par m,-, on 

retombe sur la relation (o); cp/y désignant -r^ • 

Cherchons ce qui se passe à l'égard des points polycritiques et po- 
lyhypercri tiques par l'intervention de la substitution Cremona a, 
d'ordre /. Appelons, suivant les conventions du n® 33, o-P la transfor- 
mée par (j de l'équation différentielle P; o-P aura pour équation 

Qz=(P((p)(p6/cp).=22P'(?)^'V«y = o, 



« y 



et pour dimension m/ -+- 2 ( / — i ). 

35. Théorème. — Si un point w est un essentiel r'*'f*^^de c, il est pour 
ffP un point r{m-\' 2)~critique. 

Soit ^1= x,= o le point o); on a alors 



ai= 



forme binaire en Xy et a?i d'ordre r, 



/•-+-I, 



?/3 



^ ^9^ ^ 



/-r 



(?^l 



= au x'^ -h 



«t2^3 '■ 



^a^3 



/-r-i 



^/îJ?;- 



/-r-l 



— {l — r)aiX^f''-^ -+-(/— r — i)è,^r 



/-r-l 



~T~ • . . , 



«;,=: 






dat 
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SUl LA TBiOMIB DIS tQOATIONS DIPPftlINTIILLBS. 



puis 



*,! = 



9u ?M 



I •*«' • î • a • I I • a ■ • 



= (/— r).rî<'-''^-» 



a„ a, 



Sous le bénéfice du théorème d'Euler 



« 



/— r 



11 — 



- -j^ A^^'-'-^-» ^, K, -h x\''-'^-^ !...}-+-. 



Ki = jacobien des deux formes binaires d'ordre r a, et a^. 
Un calcul analogue donnera 



Enfin 





<^1. 


* ' ^«i/-r)-l ^ 17 






?J1 


<p«l 




a«iari"+6„a?i-'-' 


?SI 


?JÎ 




«ji^i"''+*»i^î-'^* 








arî"-'-'K, + .... 






Alors» sous le bénéfice de ^ //,^r,= o, 

-t-«,[ar«"-'-'-»(.-.. )+...] 

D'une façon générale, si 

K, est le jacobien des deux formes binaires ai, a,, 
K3 » » «1, a,, 



2^,7«y=^l[^r-'-^-M... ) + ...] 



w,[;r 



ï{/-r)-î 



(. ..)H-.. .] 



(i,y=ii, 2, 3), 



"3(^-^-4-...) 



en mettant dans les coefficients des m, en évidence l'exposant maxi- 
mum de xz. 
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Si l'on reprend Téquation aP 

on voit que Texposani maximum de x^ sera 

— r/wH- /m4- 2(/— r) — 2 dans Qj et Q„ 

— /m H- //w -f- 2 (/ — /•) dans Qj. 

Se reportant au théorème du n<* 4 et remarquant que o-P a 

ml -h 2(/ — i) 

pour dimension, on trouve bien 

m/ -+-2/— 2— /m -h r/n — 2/-i-2rH-2=:r(/n + 2) 

pour ordre de polycriticité de w. c. q. f. d. 

Ce théorème est à rapprocher du fait bien connu suivant : La courbe 
(j Ça a un point mr^-P^^ en un point essentiel r*^P^' de <j, m étant V ordre 
deC. ' 

36. Théorème. — Si un point essentiel r^^^^^fù de 0—* est n-critique 
pour l'équation P, et si Von désigne par cj m o /a courbe essentielle 
d'ordre r de ff~* correspondante à w, l'expression Q perd le facteur 
fsj^ et la dimension de aP s'abaisse de rn unités, 

Q désigne comme toujours (P(9) 90^9) ou 

quantités qui ne diffèrent que par un facteur infinitésimal de propor- 
tionnalité. 

Puisque &)(j7i=^,:=o) est un point, essentiel /"p'* de <7"*, c trans- 
forme tout point de la courbe cj = o en w. 

On a donc, si 

ij = \xi 9/(.r)|, 

la courbe gj = o étant indécomposable, en général. 

Univ. de Lyon, III. — A. 4 



Pj^^/.r* -• — .... 
« * '/,jrj ^- . . -, 

0;la po?*/;, t*i(9; c;l Pi^9; contiennent cr* en facteur; P^f pj ne con- 
tient en fhcU'ur rjuc w''^*; mais le coefficient de P,- 91 dans Q est 

c'enl-ii-flire 

Ainni Q Chl divisible par w'^ et la dimension de cP s'abaisse de 
/7£ finit^îH^ pour devenir 

Im -\- i{l — i) — rn. c. Q. F. d. 

iU* lliéorêuie e^t à rapproclier du fait bien connu suivant : 

Si une courbe (' passe n fois par un point essentiel r^p'^ de o"~*, ce 
point étant un point n'^t^fe de la courbe ^ aC perd n fois la branche 
m - Of m r-- o étant U essentielle de <j~^ correspondante au point consi- 
déré» L'ordre de 7C s'abaisse de rn unités. 

37. Thêor&ME. — Si l'essentielle C correspondante à un essentiel 
f'npiff,^ de (j (*st une intégrale de P, co est un point r{m-i- 2)-hypercri' 
tif/ue pour l'éf/uation a P. 

Soit r,)(.r, .r^ . o) ressoiitiel considéré; on aura, comme au 
ti" :W, 

ff,' forme binaire d'ordre /* en a?, et a?,. 

L'essenlielh» correspondante il sera, comme on sait, la courbe uni- 
rursHh» d'ordre /• dc'^finie par le système 

(7i «7j, «73 

ofi Ton H remplacé, dans n,, .ri el .r.> par un paramèlre t: f^. 
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Construisons o-P, 



Q=:^QiUi^O, 



il viendra, comme au n« 35, 

Dans P,(9), la plus haute puissance de x^ est 



X 



mil-n 



et a pour coefficient 



P,(«„a„a,)=i:P,(ûr). 



Delà 



Q^r^ i ^r'-^^»''-'» 2K/P/(«) -h. . . . 



Pour que w soit hypercritique, il faut et il suffit que le terme en 

^(/n+i)(/-r) 

manque dans 0$ (c'est le terme c«-,j7j*"''^* du théorème du n<> 4-), 
c'est-à-dire que 



o = 2K|P/(«) = 



P,(a) a,i «1, 
P,(ât) a,i a„ 

P3(«) «31 «3Î 



p.(«) 


\\{a) 


P3(«) 


«1 


«ï 


«S 


^rtl 


da^ 


da^ 



V ( »r 2 ^^1 — «3^1 ^-^'2 ) 



(9a, 



eu égard à la signification des K (35) et des ^,7= -r — 

Gomme pour un point quelconque x de Tessenlielle C, xi est pro- 
portionnelle à a/(^i, ^î), en x Texpression 



dx^ 


x^ 


Pi 


dx^ 


x^ 


Ps 


dx^ 


^3 


P3 



se confond avec 



da^ . «1 Pi (a) 
da^ a, Pî(«) 
e/aa a, P3(«) 



où Ton a écrit ti et t^ pour j^i et a^j. Ainsi {Pxdx) = 0, en vertu de 



2K/P/(«) = o, 
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est nul en tout point de C. Gela montre bien que C est une intégrale; 
réciproquement, si C est intégrale, 

pour tout point de C, ainsi que 

i 

et 0) est bien r(m -+- 2)-hypercritique. c. q. f. d. 

38. Je puis maintenant chercher où sont situés les points critiques 
de réquation o-P 

Q=z(P'(p^9) = o, F=:P(9). 

Pour un pareil point a;, Q doit s'annuler indépendamment des diffé- 
rentielles; or 

Pi ?i ?i(ï 

Pi 92 ?îa 

donc 
Je rappelle que, si Ton a une substitution Cremona 

le jacobien ^ des 9/ est un produit de facteurs dont chacun, annulé, re- 
présente une ligne essentielle de (T"*; réciproquement toute ligne 
essentielle de 0-* est une branche de jacobienne des 9,. Ces résultats 
sont classiques et il est inutile de les démiontrer. $17 désignera comme 

toujours le coefficient de ~_i dans O. 

Supposons d*abord que le point critique cherché .r de o"P ne soit pas 
sur la jacobienne des 9,. Alors x ne sera ni sur une essentielle de o*"*, 
ni en un point essentiel de cr. 



Q=^dx^ 



oc 



=lhÈ:h" 



a 
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Cela posé, 



( 



->â 



Pi 9î 921 

Pi ?3 ?81 

Pi <Pl2 9ll 

= Ma;i Pi (p„ 92, 

Pi 93» 931 



-h/~*^s 



Pi 
Pi 

p; 



9i3 9ii 

923 9îl 
938 931 



/-i /^j^P^^y^-^'S^^M 0*^^'^'^) 



Les égalités 



'■'»è)=» 



(a=zi,2, 3) 



donnent, par suite, 



2p;*y. 2p;*/« ^p'j^j. 



= T, 



^1 



d:?^ 



^s 



2p:*y.=tx,-. 



Multiplions par 9^:1= ^^> sommons par rapport à t, il vient 



j i 



Comme 4> ^ o par hypothèse, les P' sont proportionnelles aux 9, et les 
trois déterminants 

(P'9)*=o; 



par suite, 



[F{<JX)(TX]i=:0. 



Le point ax est donc critique pour Téquation P et le point ûp est le 
transformé par (7~* d'un point critique de P {voir n*» 33 pour les con- 
ventions et définitions). 

Ce résultat était évident; un point critique qui n'a aucune relation 
particulière de position par rapport aux figures essentielles reste évi- 
demment critique et avec le même ordre de polycriticité après trans- 
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formation par la substitution Cremona. Cela résulte de la définition 
toute géométrique donnée à la polycriticité par le théorème du n"* 3. 

39. Cherchons maintenant les points critiques de aP situés sur la 
jacobienne des formes 9/. Soit x un pareil point; s*il coïncide avec un 
point essentiel r°p'* de o-, le théorème du n'' 35 nous apprend que oc 
est r{m + 2) critique pour fjVy et il est inutile de s'en préoccuper da- 
vantage. 

Il reste ainsi seulement à examiner ce qui se passe lorsque x est 
sur une ligne essentielle iij = o deo—'. Soit alors 5 de coordonnées *,- 
le point essentiel correspondant de 0^'. 

o transforme tout point de ci = o en le point unique 5; on a donc 

p z=. forme ternaire d'ordre /; 
vj;,- = » » » / — r ; 

/• := ordre de la forme bt et ordre de multiplicité de *. 

Alors pour un point ^ de ci == o 

9/= p5/, t/cp, .= ^i dm -h Si dp, P; = p"* Pi(s), 

Qz={P'<^d(^)=p"'^'[P'(s)s^'\dm. 

Pour que Q s'annule indépendamment des dxi et que x devienne cri- 
tique pour aPy il faut Tune des trais conditions : 

cy = p = 0, a? est essentiel pour <t, cas déjà étudié; 
m = dTn=zOy X est un point multiple de Tessentielle ; 
[P'{s)sW]=o = m. 

Interprétons la dernière hypothèse. Appelons g la droite 

[P'(S)SX]:=0. 



La courbe ag sera 



w[P'(5)^a>]==o, 



et les points ct:=:[P'(5)5vJ;] == o sont les points multiples de la 
rourbo ag, autres bien entendu que les points essentiels de a. Quant 
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à la droite gy c'est celle qui forme avec le point essentiel s de o^-* un 
élément du connexe P. 

En résumé, les points critiques de o-P pourront avoir quatre prove- 
nances différentes : 

I. On aura d'abord les transformés par o— * des points critiques de P; 

II. Ensuite viendront les points essentiels de or; 

III. Les points multiples des lignes essentielles de o*"'; 

IV. Les points multiples des courbes, qui sont les transformées 
par (7 des droites, qui forment avec les points essentiels de o""^ des 
éléments du connexe P. 

40. Donnons un exemple de la supputation a priori des points cri- 
tiques de (jP. 

Supposons, pour simplifier, que P possède seulement des points 
monocritiques et distincts, et que o- soit quadratique. Les points essen- 
tiels de (T et 0-"' sont au nombre de trois et les lignes essentielles des 
droites. 

Nous aurons d'abord comme critiques de o-P, les transformés par o-* 
des m' -h m -h I critiques de P, soit déjà m'-h m -t- 1 points. 

Les essentiels de o- sont simples, r = i , et donnent des points ( m -h 2 ) 
critiques de o-P équivalents chacun (théorème du n^ 8 bis, la catégorie 
étant zéro en général) à 

{m -\- iY — (m-h 2) — i=im*-f-3m-}-i 

points monocritiques; soit, pour trois points essentiels, 

3 m* H- 9 m 



points critiques nouveaux pour o-P. Les lignes essentielles de (t~* étant 
des droites, il est inutile de chercher leurs points multiples. 

Il y a trois droites qui forment avec les trois essentiels de a** des 
éléments du connexe P ; chacune de ces trois droites est transformée, 
par c7, en une conique à point doubles. On a ainsi trois points cri- 
tiques pouro-P. 

En résutné, nous trouvons pour cP 

m* -h m -H I + 3 m* -^ 9 jryi 4- 3 

= L\m'^-\- lom -i-7=i(2/n-f-2)*-j-2/n-f-2-hi 

points critiques, ce qui devait bien être, car, pour /-= 2, la dimension 
m/H- 2(/ — i) de o-P devient 2/n 4- 2. 
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Donnons un second exemple, pour une substitution Cremona cu- 
bique /= 3. On sdit que, dans ce cas (voir mon Mémoire inséré dans 
le Journal de M. Jordan en 1886, p. 58), a possède un essentiel 
double a^ et quatre essentiels simples ajt(k=:i, 2, 3, 4); de mêmeo^' 
possède un essentiel double b^ et quatre essentiels simples bjt^ A res- 
sentie! a^ correspond comme ligne essentielle de 7 la conique A des 
cinq points b; h l'essentiel a* la droite b^bt; et réciproquement. 

Pour les points critiques de ?P nous trouvons d'abord 

m* -h wi -h I , 

points transformés par o"* des points critiques de P. 
L'essentiel a^ devient un point 2(/?i-i- 2)-uple (35) équivalent à 

2'(/?H-2)' — 2(/n-H2)— l = 4'W*-+-l4/îl -h II 

oints monocritiques de o'P. 

Les quatre points essentiels a^ deviennent (/n-h a)-uples et four- 
nissent ainsi 

points critiques pouro-P. 

Les lignes essentielles de (7~* n'ont pas de points multiples et il n'y 
a rien à compter de ce chef. 

Soit g une droite qui forme avec une des cinq essentielles de o^"^ un 
élément du connexe P; la courbe erg est une cubique ayant en a^ un 
point double ; cette cubique se décompose en une droite et une conique, 
puisque g passe par hypothèse par un essentiel de (t~* et possède par 
suite deux points doubles : a^ et un second qui est critique pour aP. 
Nous trouvons ainsi pour o-P cinq nouveaux points critiques, soit en 
tout 

i=(3m + 4)«-h 3m -h 4 -H I, 

ce qui doit bien être, la dimension lm-^i{l — i) de œP devenant 3 m +4 
pour / = 3. 

Je vais maintenant passer aux applications de la théorie précédente, 
la principale toutefois en devant être faite dans la Section suivante. 
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Applications diverses des substitutions Gremona. 

ki. Il est évident que Téquation P sera intégrée dès que aP le sera, 
o" étant une substitution Cremona connue. La théorie qui vient d'être 
exposée permet souvent de reconnaître, dans une équation donnée, la 
transformée d'une équation très simple d'intégrable. 

Ainsi, par exemple, les équations de dimension zéro et un s'intègrent 
sans difficulté; cherchons les caractères distinctifs des transformées 
de pareilles équations par les substitutions Cremona, les plus simples 
d'ordre 1=2 ou 3, Appelons, pour abréger le langage, s la substitution 
quadratique et S la substitution cubique Cremona. 

^2. Soit P 

\ ki Ui =1 o, ki =r const. 

une équation de dimension zéro; elle a, comme on sait, un seul point 
critique et même monocritique k de coordonnées ki. Étudions les 
points critiques de l'équation de dimension deux sP. 

D'après les théories précédentes, nous aurons d'abord le point 5-* k; 
puis les trois points essentiels de s seront dicritiques pour ^P. 

Théorème. — Toute équation P' de dimension deux à trois points 
dicritiques est la transformée par s d'une équation de dimension zéro 
et par conséquent intégrable. 

En eflFet, prenons les trois dicritiques pour points essentiels de 5~* ; 
le théorème du n® 36 nous montre immédiatement que 5P' a pour di- 
mension 

2.2-4-2(2 — i) — 3.3==io. C. Q. F. D. 

Considérons maintenant la transformée SP; appelons «o 1® point 
essentiel double, a,, . . ., a^ les quatre points essentiels simples de S. 
SP aura a^ pour point tétacritique puisque 2(o-i-2)=r(m-+-2)=:4 
(théorème dun°35), a,, . . ., «4 pour points dicritiques : i .(o -h 2j=z: 2. 
La dimension de SP sera 

/m -h 2(/ — i)= 4> 

car 

/ rz= 3, m = o. 
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Théorème. — Toute équation V de dimension quatre qui a un point 
tétracritique et quatre points dicritiques peut être ramenée à la 
dimension zéro. 

En effet, prenons le point tétracritique pour point essentiel double, 
les points dicritiques pour points essentiels simples d'une substitution 
cubique Cremona S-*. Alors le théorème du n*» 36 nous apprend 
que la dimension de SP^ sera 

3.4-h2(3 — i) — 4-2 — [\,1=iO. 

On multiplierait aisément ces exemples en faisant usage successive- 
ment de diverses substitutions Cremona. 

W. Soit maintenant P une équation de Jacobi, m = i. 

s étant toujours la substitution quadratique Cremona, 5P aura pour 
dimension 2.1 + 2(2 — i) ou quatre, et pour points tricritiques, car 
r ( m -H 2 ) = I . ( I 4- 2 ) = 3, les trois points essentiels de s. 

Réciproquement, toute équation ¥'' de dimension quatre avec trois 
points tricritiques pourra être ramenée à la dimension un. 

Prenons les trois tricritiques pour points essentiels d*une substitu- 
tion quadratique Cremona 5-', sV aura, en vertu du théorème du n° 36, 
pour dimension 2.4 4- 2(2 — i) — 3.3. c. g. f. d. 

Par Teffet d'une substitution cubique Cremona S, l'équation de 
Jacobi P devient de dimension 3. i 4- 2(3 — i) ou sept. SP a le point 
essentiel double de S pour point hexacritique, puisque 

r(m-t-2)==2(iH-2) = 6; 

les points essentiels simples deviennent tricritiques. 

Réciproquement, toute équation V" de dimension sept qui a un 
point hexacritique et quatre points tricritiques peut être ramenée à la 
dimension un. 

Prenons le point hexacritique pour point essentiel double, les quatre 

tricritiques pour points essentiels simples d'une substitution cubique 

Cremona S~*. La dimension de SP'' en vertu du théorème du \V* 36 

sera 

3.7-1-2.(3 — i) — 6.2 — 4. 3. 1 = 1. c. Q. F. D. 

kh. Le théorème du n° 36 qui fait voir que la dimension de o-P est 

Im -f- 2 ( / — 1 ) — 1 /•«, 
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l étant Tordre de la substitution Cremona (7 et m la dimension de P, le 
signe 2 comprenant tous les points qui sont à la fois /i-critiques pourP 
et essentiels /"^p^^^pour Gr~S permet très souvent d'abaisser la dimension 
d'une équation. 

Soit par exemple l'équation P de dimension trois à deux tricritiques, 
signalée au n<* 17. Prenons pour points essentiels d'une substitution 
quadratique Cremona 5-* les deux points tricritiques et un point mo- 
nocritique de P, sV aura pour dimension 

2.3-1-2.(2 — i) — 2.3 — I ou I. 

On est ramené à une équation de Jacobi et P est intégrée. Du reste P 
est un cas particulier de l'équation de dimension quatre à trois tricri- 
tiques, étudiée au numéro précédent et signalée au n® 19. 

Enfin nous avons démontré directement, dans la troisième Partie du 
Mémoire, qu'une substitution Cremona ramenait à la dimension deux 
une équation de dimension trois à trois points dicritiques. 
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TROISIÈME SECTION. 

PROBLÈME INVERSE DU PROCÉDÉ RÉGLEMENTAIRE; ÉTUDE 
DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES DE DIMENSION QUATRE 
A SIX POINTS DICRITIQUES. 



45. Dans la première Partie de mon Mémoire, j'ai fait voir qu'une 
équation différentielle quelconque pouvait être considérée comme une 
réglementaire, c'est-à-dire, comme obtenue par l'application du pro- 
cédé réglementaire à quatre formes ternaires de même ordre. Le pro- 
blème inverse du procédé réglementaire consiste, une équation II étant 
donnée, à trouver, pour chaque ordre donné, les quatre formes ter- 
naires quadratiques, cubiques, etc., suivant le cas, qui, par l'application 
du procédé réglementaire, reproduiraient H. En particulier, j'ai très 
longuement étudié, dans la troisième Partie de mon Mémoire, les équa- 
tions de dimension quatre, obtenues en opérant réglementairement 
sur quatre formes ternaires cubiques à six points fondamentaux. Il est 
fort important, pour compléter les divers théorèmes que j'ai démon- 
trés sur ces équations et rendre ces théorèmes pratiques, de savoir 
reconnaître de pareilles équations parmi des équations données quel- 
conques. 

C'est le problème que je vais aborder. 

W. Dans tout ce qui suit, j'appellerai P une équation de dimension 
quatre obtenue par l'application du procédé réglementaire à quatre 
formes cubiques ternaires 9y(^i, ^j, ^3), (7 = 1,2,3,4) à six points 
fondamentaux, c'est-à-dire telles que les quatre cubiques planes cpy= o 
aient six points communs, ou, si l'on veut, telles que la cubique gé- 
nérale du système triplement infini 4> 

9 HZ 2 X:, cpy = o, kj = const. arbitraire. 
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possède six points fixes (indépendants des k) ou fondamentaux que 
je supposerai distincts. 

On a vu dans le Mémoire, et il résulte au reste du théorème du n® 11, 
que les six fondamentaux sont dicritiques pour P. 

Ainsi, pour qu'une équation de dimension quatre puisse être obtenue 
en opérant réglementairement sur quatre formes ternaires cubiques 
à six points fondamentaux, il faut que V équation possède six points 
dicritiques. 

Je vais démontrer que la condition nécessaire est en même temps 
suffisante en général et étudier les cas d'exception. 

Pour abréger le langage, je vais appeler n une équation de dimen- 
sion quatre à six points dicritiques. Tout se ramène à démontrer 
qu'une équation II est en même temps une équation P, car nous venons 
de voir qu'une équation P est en môme temps une équation H. 

47. Si l'on a pour les quatre formes 9/ 



9i~^^iJ^J (hj=i, î^i 3, 4), 



^j désignant aussi une forme cubique ternaire avec les mêmes points 
fondamentaux et les a des constantes de déterminant ^ o, la régle- 
mentaire P sera, comme on l'a longuement vu dans le Mémoire, 



[.2]jlQj-h[34]i34 



('>■)= 



[23]J23J-t-[i4]ii4Î-l-[3i]i3jj+[24]J24| = o, 

[y]=-[yv]=(y)-(«y)', 

a*i a. 



Il •^*ly 

an a^j 



(O'Y^ 



a^i a^j 



\ij\ désignera 



ou 



d^i d^j 



U^ Ui Uz 

4'tl ^*î +'"3 

+yi ^'yj ^yj 

(i,y — 1,2, 3, 4; A: = 1,2, 3), 



,1 - ^+' 



ce qui est indifférent, les deux quantités précédentes ne différant que 
par un facteur infinitésimal de proportionnalité indépendant des in- 
dices I et y. 



Four »hrf»<^fT. j^ fUr-lirrif-rai If*!* ^r\ quantifés [12]^ [ î-M» [ ^'1- ['^l^ 
f ^^ilt f 'H \'^^ ^-» ^* '^^ '^'' ^'' *^ rf-pf*f:ti\i>rnent. D'ailleurs 

irr le fJélerminanl chanjré de si^e des a, 

jMii?*fjiie Ton a le?< identités bien connue^ 

f 12)^.34)-!-. . . = ^12/1 34)'-!-. . . = o. 

Donc 

AA -^BB'--CC>fo. 

48. LeiHE' — Soient %ix constantes arbitraires A, B, C, A', B', C; 
^7/2 /?<?M^ toujours trouver seize constantes aij(jf 1 =1 1, 2, 3, 4) telles que 
les six quantités [s?3], [3i], [12], [i4]> [24]> [^^^ formées avec les atjj 
comme il est dit au numéro précédent, soient respectivement propor- 
tionnelles à Ay By C, A', B', C 

ConservonH les notations du numéro précédent; on a seize con- 
slanteH a/y pour satisfaire i*» aux cinq conditions de proportionnalité 
el 2^ aux deux conditions 

(i2)(34)4-(23)(i4)-+-(3i)(24)^(i2y(34)' -+-... = 0, 

identités entre les a^y, mais équalions entre les quantités ((/*) et ((/*)', 
au nombre de douze. Ces douze quantités sont ainsi liées par sept 
conditions. 

Voici conmient se fera le calcul effectif des a/y. Prenons arbitraire- 
ment les buit cof^fficienls a^j et a^jy ce qui fournit les six quantités {ij) ; 
on aura pour déterminer les((/)' le système 

('43)'-pA 4-(23), (3i)'=pB 4-(3i), (12)' r=: pC -f-(i2), 
(i4)'^pA'-i-(i4), (24y==pB' + (24), (34y=^pG' + (34). 

Alors, pour déterminer p, vient l'équation 

(t^0'(34)'4-...:=:ro---:pHAA'-+-BB'4-C(7)-+-p[A(i4)-+-A'(23) 

-hB(24)-f-B'(3i)-4-C(34)-+-C'(i2)], 

d'où p, ol par consécpieni ((/)'. On a ainsi les six coordonnées bomo- 
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gènes {ij)' de la droite gy de l'espace 



^^a^jtjz=z2^a^jtj-=zOy y = 1, 2, 3, 4, 



qui se trouve connue; prenons deux plans 

passant par g; on aura,/ =i, 2, 3, 4, 

X, |JL, V, /x' étant quatre arbitraires dont le déterminant est*donné par 
la condition 



R, Ry 

S, Sy 



F' 



V ■■' 



{ijy- 



Les constantes atj sont déterminées donc en tant que besoin. Il est 
facile de se rendre compte pourquoi elles ne le sont pas complètement. 
Considérons la surface i {voir le Mémoire passim) définie par les 
équations 

La réglementaire ne change pas, ainsi que les rapports des [ty] ou 
des A, B, . . ., C, par l'intervention d'une substitution régulière linéaire 
quelconque, qui cependant change les a^y . 
L'équation qui donne p plus haut 



(I) 



p(AA'+ BB'-h CCO-+- A(i4) + A'(23) 



. . = o 



n'est plus soluble par rapport à p si 

AA -f-BB -+-CC' = o. 

Alors A, B, . . ., C sont les coordonnées d'une droite h. Au lieu de 
prendre complètement arbitraires les huit coefficients a^j et ajy, 
prenons-les de façon que la droite 



2^a,jtj — ^a^jtj~o 



rencontre la droite h; alors 



A(l^)4-À'(23)-+-...r=o, 
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L'équation (i) qui donne p devient une identité et on peut prendre ar- 
bitrairement les (f/)' et les huit coefficients a,y et a^j. 

On a vu, au numéro précédent, que si AA'-hBB'-h CC'=o, le dé- 
terminant des aij est zéro; la surface i est un plan, mais cela n'em- 
pêche pas l'application du procédé réglementaire aux quatre formes çy, 
ni la formation de la réglementaire. 

49. Pour montrer que toute équation différentielle II ou II == o de 
dimension quatre à six points dicritiques est en général aussi une 
équation P ou P = o, obtenue en traitant par le procédé réglementair 
quatre forrpes cubiques 9y, telles que le système O 



e 



(^—^kj^jzzio (A:y=const.), 



ait les six points dicritiques pour points fondamentaux, il suffira de 
montrer qu'en posant d'une façon convenable, «/y =i const., ^y=: forme 
cubique ternaire. 



n est identique à 



Aja3{-hBJ3i} 



Cii2J-t-A'!i4|-^B'i24|-hC'!34i, 



<'"! 



I*'*) 



) 



{ 



\ij\ ayant la même signification qu'au n° 47 et A, B, . . ., G étant six 
constantes arbitraires. 

En effet, le lemme du numéro précédent permet, les ^j étant connues, 
de remonter aux Uij et enfin aux cp,. L'application aux 9,- du procédé 
réglementaire reproduira II. c. q. f. d. 

50. Traitons, pour ne plus y revenir, le cas où 

n = Ai23JH-...H-C'î34}, 

avecAA'-t-BB'4-CC'r=o. 

Il existe alors huit quantités /y, ntj (y = i, 2, 3,4) telles que A, B, . . ., 
G soient respectivement proportionnelles aux déterminants 






u k 



m VI m, 



. . . , 






de la matrice 



M 'i '3 'k 



11 



/;{, 



m^ 



m 



m 
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Posons 



les 4* étant les quatre formes ternaires dont sont formées les U/'j par 
le procédé connu. 

Un calcul simple montre alors que Téquation différentielle est 

dL dM 
L M 



n 



— o; 



rintégrale générale est L:M = const. ; Il s*intègre séance tenante et 
n'a plus par suite aucun intérêt. 

Ce résultat était à prévoir géométriquement; si A A' 4- BB' -h CC'= o, 
le déterminant desa^y estnuletlacubatiquei devient un plan (n^iS). 
Les intégrantes de i sont ses capitales et sont découpées sur i par 
les divers plans passant par le centre de i, dont l'équation peut être 
mise sous la forme 

(liti-\- l^t^-h . . .):{m^ti-h. . .) = const., 

tjzizo étant le plan représenté par la cubique plane 9y = o. 
Ainsi, dans la suite, il sera licite de supposer toujours 

AA'-+-BB'-hCC'^o. 

Tout le problème se ramène ainsi à la construction des équations II 
de dimension quatre à six points dicritiques, que je suppose toujours 
distincts. 

51. Il est très important tout d'abord de spécifier nettement les di- 
verses hypothèses qu'il y a lieu de faire successivement sur la position 
mutuelle des six points dicritiques, pour arriver à une théorie com- 
plète. 

Je prendrai d'abord (hypothèse I) les six dicritiques dans une situa- 
lion mutuelle quelconque : il n'y aura ni trois dicritiques en ligne 
droite ni une conique passant par les six points. 

N. B, — Comme quatre des six points fondamentaux de la régle- 
mentaire P ne peuvent être en ligne droite [sans quoi toute cubique 
du système ^ (n° 46) perdrait la branche droite sur laquelle sont 
situés les quatre points et se réduirait à une conique'\y il est sans in- 
térêt pour mon objet de considérer les équations II, ou quatre des six 
dicritiques sont en ligne droite, 

Univ. de Lyon, III. — A. 5 
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Comme cas particuliers, je trouve successivement les suivants : 

Les six dicritiques (hypothèse II) sont sur une même conique. 

La conique précédente dégénère en un couple de droites (hypo- 
thèse III), les six dicritiques sont répartis trois par trois sur les deux 
droites. Si, en effet, il n'y en avait deux sur une, on aurait quatre sur 
Tautre. Pour la même raison aucun dicritique n'est au point d'inter- 
section des deux droites. 

Trois dicritiques (hypothèse IV) sont sur une droite; les trois autres 
sont dans une situation quelconque. D'où le schéma des six dicri- 
tiques o, . . ., 5 {fis^. 4). 

Fig. 4. 




Trois dicritiques (hypothèse V) sont en ligne droite, mais le schéma 

ci-dessus est modifié en ce que le dicritique o vient en 6, suivant le 

schéma {/Ig. 5). 

Fig. 5. 




Le point 5 vient en outre (hypothèse VI), sur la droite 24; d'où le 
schéma (/ig. 6). 

52. Avant de passer en revue les six hypothèses que je viens d'énu- 
mérer, il convient d'introduire quelques modes de calcul d'un usage 
continuel dans la suite. 

Soit L(^i,a:j), ou L une forme binaire en j:,, ^, d'ordre "k; j'ap- 
pellerai par la même lettre accentuée L' l'expression L{t\, t\), qui est 
une forme binaire d'ordre 1 en t\ et /| et d'ordre 2X en ^, et t^; L' ne 
contient aucune puissance impaire de i, et t^. 
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Il est évident que deux identités L = Lj et U=: L\ s*entraînent l'une 
et l'autre. 




Soit CiX une forme binaire en ^, et ti d'ordre 2X; on voit sans peine 
que l'on a identiquement 

Lx et Lx_i étant des formes binaires en Xi, x^ d'ordre égal à l'indice. 
Une forme binaire d'ordre impair C2X+1 est identique à 

^iLx-^-^îMx, 

Lx et Mx étant deux formes binaires en^i et x^ d'ordre égal à l'indice. 
J)ès lors l'identité entre deux formes en ^,, t^j d'ordre pair C2XH2X, 

Hsx^Mx+^i^îMx-i, 
entraîne deux identités entre les formes binaires en Xy^ et x^ 

Lx=Mx, Lx-,— Mx-i. 
De même, si 62X^^1= HsX-fi, 

C2X-M = ^1 Lx 4- ti Mx, H2X-M = ^1 Rx ■+- ti Sx, 

il vient aussi . 

Lx=Rx, Mx==Sx. 

Ces remarques, tout à fait élémentaires, doivent être exposées en 
détail une fois, pour éviter des rappels et des longueurs continuelles. 

Hypothèse L 

53. Prenons le dicritique coq pour le sommet g) ou ^"1 = ^2=^0 du 
triangle de référence {fig. 7).»j7i = o et 0^2 = seront les tangentes 
menées de w à la conique /• =:= o des cinq points dicritiques o,, . . . , w». 



./?j /^^ ^^fî» la poUir^ df' r r_ o p^r rapport à '«*. Enfin cho[*è'?sOos les 
[}f§ràfu^*Jrf'^ fl*-' t^-if-T^Uff* fU' i4ïri}n à avoir r = .jr^ — jt^j-j. Le> eoor- 
f\(fUU^'^'< f\ nn ^r^Mht *or la f'*iu\f\n^ ^«^rorit proportionnelle^ à 'J/|» 
/j/j porir ./,, /^j, r^ r*^*-fM>r-fi' ern^nr. Soit o la forme d'onire cinq 




I 



rn /|/j dont rariniilation rJonnf* les cinq dicriliques «,, ...jWj; on 
H M ni (n" 52) 

/?', 7'— formes quadratiques en t\ et ^|, 
/;, q " )) » en Xi et a-j. 

L(^H deux poinlH rie la eonique r:=o situés en ligne droite avec w 
dllf(>nMit par le signe dn paramètre tiitt; il résulte de là que les deux 
lorfnes p vl q sont premières entre elles, car, si Ton avait à la fois 
// - rf n pour r, : .r j convenable, on aurait à la fois 

cM II y aurait deux dirritiques en ligne droite avec w, ce qui est contre 
riiypotlièsc». Enfin aucun des points dicritiques, sauf gj, ne sera en un 
sommet du triangle de référence, par suite ni .r,, ni œ^ ne divisera 
ni />, ni 7. 

Il est évident que les 'xs points où une courbe de degré s, 
/(»*!♦ •**«» '^'.i) o, rencontre la conique r = 0, sont donnés par Tannu- 
bulon fie la forme binaire en ^,, h,f{f\y f\, /j/j). 

Hkmahqi'K. On s*assure sans peine que les expressions 
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OÙ les d désignent des formes binaires en a?,, x^ d'ordre égal à Tindice, 
représentent la forme biquadralique ternaire générale et la forme cu- 
bique ternaire générale, mais privée du terme en x\. 

54. Construisons le système ^ des cubiques planes qui ont les six 
points dicritiques pour fondamentaux. La cubique générale du système 
est 

kj =: const. arbitr., cp = \^ A^y ©y = o, / = i , 2, 3, 4 ; 
^j-=-o passe par le point w et Ton a 

les djyy . . . étant des formes binaires en x^ et x^ d'ordre égal au second 
indice (Remarque du n® 53). Sur les six points où 9y=o rencontre 
r = o il y en a cinq qui sont les dicritiques w,, . . ., wg : donc (n°52) 

d'j^t^t^-^ d'j^ 

où mjit^-h /wy5^,= o représente le sixième point d'intersection. 

Sous le bénéfice des explications du n<» 52, l'identité (i) donne, en 
revenant aux Xi et 072* 

dji — mj^p-^mj^q, 
dj^:=^ nijiX^q -+- nij^x^p, 
(itj^{djiiXi'hdjiiXi)r-{- mji{px3-hfjx^)-^mji(qXi-{-pXi), 

si 
Si donc on pose 

on a, changeant la notation des arbitraires d. 



o 



?/ — 2«iy^y» 



et l'on rentre dans les notations consacrées (n" 47), tfoù l'on formera 
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sans difficulté la réglementaire P, avec les notations habituelles, 

A}23i-r-Bj3FlH-C{i2Î-i-A'ji4Î-hB'{24Î4-C';24! = o. 

11 est facile d'avoir Téquation de la cubatique i définie par les équa- 
tions 5y=: 9y. En effet, on a aussi yyirnj^y, y^ étant une combinaison 
linéaire homogène à coefficients constants des ^y, et il faut éliminer 

«2?ij ^2> *^z enire 

Multiplions par r* et remplaçons rx^ et rx^ dans les deux dernières 
par j, et /j, il viendra 

/•3y3~/-^3./^(j„j2)-hj,9r(7„7î)» 

''V*='*'^3-7(ji» v»)-4-7,/?(7„j',)- 
Mais 

r^^r^{x\ — x,x^) — r^x\—y^y^ 

et 

yk'f'^oc\—rx^.q{y,,y^) — y^[y,y,-\-p{y,,y^)-] = o. 

Eliminons TiCs entre ces deux équations du second degré; la résultante 
sera, après le départ de j,^2(^^^^^)_^^^2(^,^^^^)^ 

Telle est l'équation de i. La nature des intégrantes dépendra évidem- 
ment des coefficients des zj dans les expressions des yj, 

55. Je passe maintenant à la construction de Téquation II où les six 
dicritiques sont disposés comme il vient d'être dit. 
Soit 

U — ^HiUi (izz:l,2,3); 

I 
puisque le point w, 

t37j ^i^ X^ ^n O, 

est dicritique, le théorème du n*» 4- nous apprend que x\ et x\ 
manquent dans les deux formes biquadratiques ternaires H, et II,; la 
remarque du n° 53 donne alors 

n.2— b,r -^ ^3-^3+ ^4, 

Hg = Co /'^ 4- ( ^1 .^3 -h Cs ) /• -h C:, X.^ -\- fi, 
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les a, by c étant des formes binaires en x^ et œ^ d'ordre égal à Tindice ; 
de plus 

Il est donc licite de biffer c, dans Ils en écrivant dans H, et Ha a^ et b^ 
au lieu de a^ — c^Xx^ b^— c,^2, ce qui n'est ni plus ni moins général. 
Nous prendrons en définitive 

(o) I 11^= b^r -h b^x^-\- bi,, 

et même 

sous le bénéfice de 

2 



lllXi^ziz o. 



56. Exprimons d*abord la monocriticité des cinq points coi, . . ., wg 
pris sur /* = o. Pour ces cinq points on doit avoir 

r:=zx^l\^ — Hj^^o et r^ujgll, — a?i 1X31=0, 

ou 

rziza^xl -h a^^s — ^iC4=:o, 

r :zzbzx\ -\- b^ x^ — j?i C4 = o. 

La courbe «3^3 -h . . . =r o découpe sur r = o le point ^j = ^3 = o, ou 
/, ziro, les cinq points wj, . . ., wg donnés par 

enfin quatre autres points ; la forme binaire biquadratique dont 
rannulatio];j[ donne ces quatre points peut toujours s'écrire (n° 52) 
g'i-\- /j ^1^2,-011 gi est une forme binaire quadratique, /j une forme bi- 
naire linéaire. 
Il vient ainsi Tidentité 

c'est-à-dire (n° 52) 

a',^l\q't\-^p'g\, 

a,t\t\- t\c', = t\q' g\-^ t\t\p' l\, 
et revenant aux variables x^ et xj 

a,, — ql^ .r, -h pgx, Xx bz ~ c\ — qgi -f- x^pli, 
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ei par symétrie, /j étant une forme linéaire et g^ une forme quadra- 
tique de x^ et .Tj, . 

Les conditions de monocriticité des cinq points wi, . . ., wj sont ainsi 
( <^% — n^\^i-^Pgu ^u = pii^t-hggtf 

La dernière n*étant pas distincte des deux précédentes. 

57. Pour exprimer la dicrilicité des cinq points w^, A: = i, 2, 3, 4» 5, 
j'exprimerai que chacune des quatre courbes 

conique : r =:o, 



droite : ww^, 
^z = px.i-hqxi — Oy 
i\i!^=zqXi-{- px2=^o 

possède en wyt deux points attachés confondus. Cela suffira (n° 10) 
pour assurer la dicriticité. 

58. Commençons par la conique r =: o. En vertu des théories con- 
nues (n° 2), parmi les dix points attachés à r = dans le connexe II 
et donnés par les équations 

I 

on ne devra pas trouver d'autres que les cinq points W)t> chacun compté 
deux fois. 

Si donc on remplace, dans Ilr, ^Tj, x^, x^ par t\, t\, t^t^y on doit 
trouver pour résultat k^à^ ou hi^t^q' -^ t^p'y* Or 

il vient donc 

= k,t\q'^-^ k.tlp'^-^ '^k^t.t^p'q', 
c'est-à-dire, en vertu du n^ 52, 

— t\ a; — ^2 ^; H- 2c; — ik^p'q', 
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et, revenant aux variables a?i et ^2, 

On tire de la seconde équation du système (3) 

a4 = — A-'o/j^H- TW^i, ^4 = — k^q^ — m^2> 

m = forme binaire cubique en .r, et ^2. 

Portons ces expressions de «4 et 64 dans les formules (i) du n° 56; 
il viendra 

mx^— kQp^z=zql^x^-\-p^u — mx^— k^q^^pl^x^-^ qg^, 
x^{m ^ qli) = p{kop -{- gi), — x^im -h pli)= q(koq -\- gt)' 

Or x^ ne divise pas /?, ^2 ne divise pas q; alors 

^o/> -+- ^1 = /Il ^,, m — ^/i —/?«„ 

Hx, nz= formes binaires linéaires en ^1, x^. 
Par addition 

qli-^pni-\-pli-hqni^q{li-\-ni)-\-p{li-\- nj) — o. 

Cette identité exige, p et q étant premiers entre eux, que p divise 
Il H- rii et que 7 divise 1%-^- n^^ Cela est absurde, une forme quadratique 
ne pouvant diviser une forme linéaire; mais cette dernière doit être 
identiquement nulle, d*où 

rii— — II, «1 = — ^2» m=zqli — pl^, 

( gi— — kQp-{'niXiz=z^kop—l2Xi, 
( g^ = — koq -h niXi — -— koq — liXi 
et enfin 

/Kv ( aj^ = — ^oP^-^ rnxi — — kp^-^ x^iqli—pl^), 

(5) < 

( bi,=:— koq^-^ mx2 = — kq^-^ x^ipl^ — qli)- 

Portons les valeurs (4) de gi et g^ dans le système (i) du n'^ 56, il 

vient 

^1 ^3= C4-H ^'2^1 -H Pg^^=Ck — Kp(] H- qh^\—pl\^i, 

x^az=^ Cf,-^ piiX^-h qgiz=i Cl,— k^pq -^ pl^x^ — ql^x^, 

X^ c?3 ■""" X2 Ct^ — 2 qi^X i "■"" ^ pl^ X^y 

(5bis) \ Xiib^— 2qli) — x^ia^— 2pli), 

l b^^=:iqli-\- nx^y a^z=:ipii"^ nxi, 
n = forme quadratique binaire. 



«-^. 



74 SLK LA THÉOllE DES ÉQUATIONS DIFFÉBENTIKLLKS. 

Portons ces valeurs de a, et b^ dans la dernière du système (i) (n** 56), 
elle est identiquement satisfaite; la première du système (3) (n® 58) 
donne 

2C4=: ik^pq -^ Xt^-\- x^a^-^- x^h^-=ii^^k^pq -\- pl^x^-^- ql^x^->r nx^x^\^ 

La façon dont n figure dans a, et b^^ c*est-à-dire dans IIi et D,, 
montre que l'équation II contiendra le terme 

b%XiU^'\- aiX^u^z=inXi{^UxX^-\- a,j7j)H-. . .:=: — /i j? J 1/3 4- . . . . 

Mais on a 

On peut ainsi biffer n dans ai et b^ à condition d'écrire 
YLi-=.c^r -k- nXxX^-\- nx\-\- , . . = (cj — /i)/* -h. . .. 

En un mot il est licite de faire /i = à condition d'écrire Cj au lieu 
de Cj— /i, qui est indiffèrent, Cj n'ayant pas encore été déterminée. 

Si Ton tient compte des expressions de a^, 64, «j, ^3, C4 de* systèmes 
(5), (5 bis)^ (6), du présent numéro, il viendra 

t:3=z cor^-h c^r- -\- k^pq -{- pl^x^— ql^x^, 

m 

Si enfin l'on pose, comme aux u^^ 54. et 57, 

^3=pXi-\-qXu r]^^z=:qx^-^ pXi, 

il viendra, sous le bénéfice de V UiXi=io, 

i 

l TTi = «2 r — A'o />- 4- 2 /i ^3, 

(7) \ 7r2==^2/-A-o7^-+-2/2^4, 

( 7r3=Co/*'4-C2/'-+- A'o/>7 + /i4^4 4- /j^'a- 

59, Appliquons maintenant les considérations du u^ 57 aux droites 
menées de w aux cinq points dicritiques. 

Soit MivT', 4- u^x^^zo une droite quelconque issue de w; les quatre 

points allacnés à la droite dans le connexe II sont donnés par les 

équations 

f/,.r, 4- //j.rjin /i,n, 4- Ma 11.2^= o. 
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L'élimination du paramètre m, : wj donne 

pour courbe lieu des points attachés dans le connexe H aux diverses 

droites issues de w. Les droites menées de w aux autres cinq points di- 

critiques louchent en ces cinq points la coiirbe \^=zo, puisqu'il y a 

deux points attachés confondus. Ainsi, pour ces cinq points, on a à la 

âA 
fois A3=:;t-^ =:o, puisqu'ils doivent être situés à la fois surA3=:o et 

sur la polaire de As^z o par rapport à w. 
On a ainsi pour ces cinq points, tous situés sur la conique /* = o, 

A3 = ^s ( oTj Ui — ^1 ^3 ) + ^j «4 — Xib^z^z o, 
^A, 



dxi 



= ( ^2 aj — J7, 62 ) ^3 -H P^i ^t — (jh ^^1 ^= o, 



SOUS le bénéfice des formules (5 bis) du n* 58. 
A3 est forcément nulle, les cinq points étant monocritiques déjà 

(n<» 56). Portons dans -r— ^5 t\y t\y t^t^ pour x^, œ^, Xz* il viendra 

d'après les notations du n^ 52. 

dk 
Les deux courbes /r^o et -r— ^ =:o se coupent en huit points, les 

cinq points dicritiques et trois aulres, dont la position sur r = o est 
donnée par l'annulation d'une forme binaire cubique en ^1, t^, que l'on 
peut toujours écrire (n^ 52) 

/i,, h^^z formes binaires linéaires. 
La position des cinq dicritiques étant donnée par l'annulation de 

^ — txq'-^t^p^ 

on a l'identité 

i: = t^t^{a\t\-b'^t\) + p'l\t\-q'l\t\ 

= p'h\.el-hq'h',.t]-i-tittiq'h',-hp'KJ, 



'/r fy*t # m». *« 1*» ».:••«•• «-a- 

'/ 
// \ituu^' ':ul/i'jU'' ifitiif'tti' t'U r,. r,. 

^J^^ Vat'Ofi*. tfHf'ifiU*tt'4ftt H^H'^i* i\i'^ coriridératioris du n*57 appliquée? 
/lo* d<'U« t'itUi*\ité*p \A7iUi**' '!/, « o If l '^4 -n o. Remarquons qu'il n'est pas 
)hi^ï^\ti*u*iiSlU* tUt ii'niU*r ïtÈiw et Tautre courbe; il suffirait de traiter 
'y^ tf K^'MbfffM'nf \mUi\nt* la considération de trois courbes (n** 57 
t*\ Ui) niiHWi pour «nnurer la dicriticité des cinq points w^., Ari=i, ...,5, 
<'l qu<î uou>» «vofiH i\Olh considéré pour chaque point &>* la conique 
/' o l'f hf <lrolf« /,»A ( ""• RH et 59). 

Toiifej'oU je MiU tniiter h la foiH'^, = o et 4** = o ; seulement cer- 
hiliM^M roiirlilioiiM ne trouveront natisfaites identiquement. 

M<« rM|HM'l/iiil iiii n"57,je voîh que parmi les 3 (4 + 3 — 1)= 18 points 
HlhirliC«>» /i lii (',Mhir|iH* plane ^.^ -. o, intersections des deux courbes 

IMMIM (lt»voiiK IroiiNtM' los ('ln(| points coi, . . ., w^, chacun étant compté 
diMiH roi», SI donr eiiln» 4*» <> *** ll^a"^ j'élimine ^3, le résultant, 
qui >«iM'ii uno lornie hlnaln^ (mi .r,, .ij, devra <^lre divisible par A*, A =: o 
oliinl lit Innut^ hliiulrt^ troniro cinq dont Tannulation donne les cinq 
tlrniloH toto4, A I, . . ., 5. 

Il \^^\ Toollo d'«Nolr oxpllritoment A, car c'est aussi le résultant de 
^1 y o ol 4 1 ^^ qiuuul ou (Mimine .r^, puisque tùk est un point commun 
\\V' ilV) t\ ro^t deux eubitpit^s planes, Vlnsi 

A '* A 7^ ^1 /»*.rj. 
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61. Me reportant aux formules (7) du a** 58 et prenant les dérivées 

de ^3 = />^3H-7'37,, il vient, /?,=: -r— > •••> ^2=—^, pour n4'3, l'ex- 
pression 

i 

H- ( ^j /• — /Tq <7* -+- 2 /2 4^4) (/?2^3 4- ÇTj J7, ) 

4-/>(Cor'+C2r-h/ro/>7 + ^i+4-H ^2^3)- 

Pour avoir le résultant dont j*ai besoin, je remplace pa^^ par — gœi^ 
ce qui donne 

p^r — -^x^\, ;?^4 — A, ^s==o, ^—p^x^—q-x^. 

Multiplions par /?' l'expression W^^^ et tenons compte des égalités 
ci-dessus, on aura pour le résultant cherché 

Çl r=Co^îA'— C2/?'j7iA H- k^p^q -h/?3^1 A 

— IP9 -+- ^1 ( Wi — 7/^i)](^o/>*«î^i A). 
Appelons 2R le déterminant jacobien de/? et </, 

Un calcul simple montre que Ton a 

pg\ — qp\= — ^^iy pÇi—gpi — ^-^i' 

il devient alors 

il-=Cox\^!^CiP^XiA-h k^p^q -H/?'/i A 

— ^X\[k^p'^q^-^ Ô^XiÙL — 2/2/>A] 

-\-{RxiX^ — pq){kop''-^ a^Xi^) 

=:Cox\^ -h A[— Cip^x^-j-p^li — RbiX]-\- 2Rx]pl2 

4- agR^Î^Tî— - a^x^pq 4- A-oR/?*^i]. 

Ainsi 1^2 est divisible par A; cela était à prévoir, car, les cinq points wa- 
étant monocritiques, parmi les points attachés à ^3 = dans le connexe 
figurent les coa définis par ^];3=z A = o. 

Employons la notation L^o pour exprimer qu'une forme binaire 
quelconque L est divisible par A. 
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Pour que ^ soit divisible par A', il faut el il suffît que 

où 

Tenons compte des égalités (8) du n** 59, il viendra après multiplica- 
tion par a7j, lequel est premier avec A, 

-!-^i(Ra?i^2 — pq){ql'\-\-'^h) — R^} a:, (/?/,-+- 2 A) 

=:/?*cri^jH -^plx A 4- J7, . R J^i^, {qli -i-plt) — ^1 . '^pqh, 

et, par suite, supprimant le facteur Xi premier avec A et les multiples 

de A, 

/?'j?îH 4- Ra^iûc^iql -h pli)— 2pqh = o. 

La considération delà courbe 4»* au lieu de ^3 donnera évidemment une 
relation qu'on obtient en permutant les indices i et 2, les lettres /? et 7, 

^^j?,H H- Ra^iû^iiqli-hplî)— 2pqh^ o. 

Cette condition n'est pas distincte de la précédente, car la soustraction 
donne l'identité 

(P^Xi— ^^^i)H == Ah = o. 

Cela concorde bien avec la remarque faite au commencement du n° 60. 

62. Ainsi on a finalement 

p^a^iU. -+■ Rx^Xt{qli-\- pl^) — ipqii ^ o = K^A, 
q^x^VL -\-Rx^Xi{qlx-{- ph)— 2/>^A = o = KjA, 

Kl, Kj z=: formes binaires quadratiques. 

Multiplions par^'^r, et —/?^j7î et ajoutons; après départ du facteur A 
\\ reste 

^ ^ ( Rj?,J7,(^/i+/?/j)— 2/?7A=:/?-J7jKî— çr-J^iK,, 
^O) \ 

{ q[lx,RxyXi — ph + 7^iKi]=:/?[— /j.R^ri^Tj-h ^/i -h/^Kj-r,]. 

Comme p eiq sont premiers entre eux p divise liRxiX^-h qxyKi 
ou /iRa7,-i- qKi et de même q divise — /jR^^i+Z^Ki, 

Mais 2R= qPi—pqi • donc, ainsi qu'on Ta déjà vu du reste, 

— Rj7î=/?7i— qpi, R^i—pqi — qpi' 
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Enfin de là résulte que 

q divise Ka — /j^*, 
p divise Ki-h /i/?,. 

Je pose (/Wo, rto = const.) 

et la relation (o) devient 

(i) —2h^=z m^qx^ -4- n^px^ -\- q^ /, vT, -^PtltX^, 

et Ton voit enfin que 

Remplaçons h par sa valeur tirée de (i) dans les égalités (8) du n° 59. 
On aura 

l 'Tiaz^qli—moqXi'-nQpXi'-qiliXi—piliXi, 
\ Xibi=zpli — m^qx^ — n^px^ — q^lxOCi — p^l^x^. 

Écrivons explicitement les deux formes linéaires binaires /j et /j, 
* * (A, B,A', B'=:const.). 

Pour que les seconds membres des égalités (3) soient divisibles res- 
pectivement par x^ et x^ il faut que 

mo-f- A'= /loA = o. 

Alors il vient finalement pour Téquation 

n = iii Wi -h . . . = o, 

IIi^:— A-o/>*-Hajr-h2iJ^3(A'^i-i-B'^2), 
\i^ — —k^q^-^b^r-\-i^i,{^x^ + kx^). 



avec 



2ajr=:2A'^2^i4-B'(^2'3:^2— ^i^i) — 2B/?j^i-+- A(/?i*ri— /^jo^î), 

2^2= 2A/?i^2-+-B(/>i^i— /?2^j)— 2B'^i;r,-H A'(72^î-H^i'^i)' 
C2 = iA:o(^/>i— /?7i)4-/?i(A'^i4-B'd:',)-h^j(B^i-+- A^î). 



«o 



f^LM LA TIlCOBIK M9 ÈQtAliO^» MfriM^TIELUS. 



Hf^m\A^r(>ni^ par c» par i: el X\, |>ar il\ puis érrivons II en groupant 
tuMtfnlAe lers lermfï* en A, B, C, A , B', 1^'; il viendra 



A' lttir(7,.^,— 7,jr,) 



1— M,j?,.r/^j i 

r /i,^,(/Y/,-^'},) ) 



-A M-jr,(2'Li4- r/>,) 



Si nous faisons usage du théorème d'Euler sur les fonctions homo- 
<ènesy de la relation 

et des identités 



SI nous posons 



t\fi=x^r, 4;j=j7,r, 



comme au n° fyk, on voit que 

-3II = A;23J4-Bi3iiH-C|i2i4-A'ii4Î-+-B'i24|-hCi34î, 
jy j désignant (pour e,y = i, 2, 3, 4; « = *» 2, 3) l'expression 



Ut w, Wa 

4^/1 ^12 +»8 

^yi ^'yj ^ya 



^ia = 



_d^f 



âxoL 



Vax un mot l'équation II est identifiable avec la réglementaire P con- 
struite au ïi° 54. La connaissance des A, . . . , C entraînera celle des a/y 
(n^" 48, 49 et 5'*), par suite celles des yj (n° 54) et de la cubatique i. 

On appliquera alors à la recherche des intégrantes de i les diverses 
méthodes géométriques exposées dans la deuxième Partie du Mémoire. 
Notamment l'équation traitée dans le dernier Chapitre de la troisième 
Partie du Mémoire est un cas particulier de l'équation II que nous 
venons de construire; nos méthodes actuelles sont une généralisation 
de celles que j'ai employées alors. 
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Hypothèse II. 

63. Les six points dicritiques sont sur une môme conique r = o. 
Prenons pour point «(a:, — a-j— o) {fig^ 8) un point quelconque du 




*»»^ 



plan, pour x^^=io et;rji=o les deux tangentes issues de o) à la co- 
nique, pour j:3=r o la corde de contacl; un choix convenable de para- 
mètres de référence montrera qu'on a pour équation de la conique r 

OC - — • oO •.% """ tX j JC ^ O^ 

et les trois coordonnées Xj, o^j, x^ d'un point de la conique seront 
proportionnelles à t]^ i], t^^ t^. Soit alors S la forme binaire en ^i, t^ 
d'ordre six dorrt l'annulation donne les six points dicritiques 
w;t (^= i> 2, . . ., 6); on pourra toujours (n'*52) écrire 

p étant une forme quadratique, q îine forme cubique binaire, en j-, 
et «.2^2 • 

64. Construisons d'abord le système ^, les formes cubiques ter- 
naires (py et ^j et la réglementaire P (voir^ pour ces notations tou- 
jours les mêmes, le n° 54). 

La forme cubique ternaire (^j peut toujours (remarque du n'^SS) 
s'écrire (tes d étant des formes binaires en ^,, x^) 

9y =: djQxl -\- djixl -f- dj^xs-^dj^; 
Univ. de Lyon, III. — A. C 
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la forme crordre six en /,, t^ 

dj,t\t\-\-dj,t\t\-^dj^t,t^-^d'j, 

donne, par son annulation, les si\ points r — 9y=o, c'est-à-dire les 
six points (sik et doit être divisible par 3; ainsi, on peut poser 
kj = const. 

dM\t\ -h d'j, t\t\ H- d'j,t,U-^-dj^^kjd — kjq'+ f^jtxt^p'y 

d'où (n«52) 

dnt\t\-^-dj,r=.k'jq\ 

dj9t\t\-^d'j^ — kjp\ 
et, revenant aux variables x^ et x^, 

m 

dji Xi X2 -h dj3 =r kj q, dj:^ = kj q — dji x^ .r j, 

djQ Xi x^ -+- dji = kjp, dji =: kj p — dj^ x^ j?j, 

Oj — dj,ix\ -4- dji x\ -h kj (px^ -+- ^ ) — dj^XiX^x^—dji x^ x^ 
zzzdjoX^r -ht/yi/'H- kj{px^-^q). 

Ainsi 9y est une combinaison linéaire homogène des quatre formes 
ternaires cubiques 

x^Tf x^Py x^t'y px^-\- q^ 

que Ton peut prendre respectivement pour 

^I, +2, ^8, i^4- 

On formera alors,, sans difficulté, la réglementai ref P (n*" 54) 

o=iAi23J4-Bi3i{4-Cîi2JH-A'{i4i + B'|24|+r/|34!, 

les A, . . ., C, \ij\ ayant la signification habituelle; le calcul effectif 
des \ij\ sera même grandement facilité par la symétrie, puisqu'il 
suffira de calculer j 28 j et j ï4 j, puis de permuter les indices i, 2, 3, 
laissant fixe l'indice 4. 

Le calcul de l'équation qui donne la cubatique M est aussi très 
facile; si l'on pose 5y=:{py, on aura aussi 7y=i<^y, les 7 étant des com- 
binaisons linéaires homogènes à coefficients constants des zj. 

Il viendra alors 
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d'où 

Ainsi i aura pour équation 

o=/4(j3— J1J2) =73/^(^172)-^ ^(/n.r«)- 

65. Je vais passer maintenant à la construction de Téquation II qui 
admet les six points wjt du n<* 63 pour dicritiques. 

Les trois formes ternaires biquadratiques II/, sous le bénéfice de la 
remarque du n° 53, s'écriront 

Ils = ^0 '•* -H ^'(Ci Jo^ -^r c,) -+- Cs-Z-j -f- C4, 

les «0» • • • > ^* étant des formes binaires en .r, et ^2, d'ordre ég:al à Tin- 
dice. 
Les six dicritiques sont sur la conique /riroet, par suite, pour 

chacun des six, les termes en /•* ne donneront rien ni dansn = Vlli^//, 
dans dVLy ni rien dans les deux identités 

n r=i o, <ifn = o, 

qui définissent la dicriticité; ainsi ao, b^^ Cq ne joueront aucun rôle 
dans l'analyse qui va suivre; pour abréger les écritures, je les suppri- 
merai, sauf à les rétablir en fin de calculs. 

Remarque, — Dans les formules (o), on peut d'abord, sous le bé- 
néfice de \^ Ui Xi z=: o, faire ^3=0, à condition d'écrire a,, et ^4 au lieu 

de «4 — Cs^i et 64 — ^3^2, ce qui est indifférent, «4 et 64 étant encore 
indéterminées. En second lieu, l'addition de m^x^j niQX^y m,^,, mjXj, 
m^Xi, m^Xj^ à a,, ôj, aj, Z^», «3, 63 respectivement (les m étant des 
formes binaires en Xi et j?î d'ordre égal à l'indice) ne modifie pas 

l'équation, sous le bénéfice de^^z/^r,, caralors ni//,H- Ilji/j s'accroît 

♦ i 
de 
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OÙ Ha «3 s*accroîl de 

II3 devienl ainsi 

au lieu de 

ce qui revient à changer les formes indéterminées encore Cq, c,, c^, C4. 

66. En vertu des explications précédentes, nous écrirons 

ni= (aiJ^jH- rt2)/--f- «3^3+ «4, IIî— (6,j?3+ ôj)rH-. . ., 

IIsizz {c^x^-h Ci)r -}-c^. 

Il faut remarquer d'abord que la conique r = o est une intégrale, car, 
au lieu de 2(4 + 2 — i) = 10 points attachés, elle en possède douze, 
deux en chacun des six points dicritiques; Texpression Ur est divi- 
sible par r et devient identiquement nulle si Ton remplace j^i, j?2, j?, 
par t]y t\, tiy ^j. Or on a 

i 

et Ton a (n«52) Tidenlité 

tl («; t^ ^, -h «i) H- ^î ( Ô3 ^i ^j -h b[)— 2 ti t^cl = o, 
qui se décompose en deux 

et, revenant aux variables ^, et j?j, 

/ .r,Z?3 4-^*2«3— 204, 
(1) J — ai-jâr^^z J7i^4, d*OÙ flr4=j7,t/3, ^4 = — a^je/s, 

( 6^3= forme cubique binaire en ^1 et j72« 

Exprimons maintenant la monocriticilé des six points 

wa(A = i, . . ., 6). 
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0» a, pour chacun d'eux, 

Considérons d'abord la courbe d'ordre cinq 

Aj z=z jjjlli — cTi 1X3 =z o ; 

les six points 6)^- sont compris parmi les dix où la courbe est coupée 
par r=:o; les quatre autres seront donnés sur la conique r=:o par 
l'annulation d'une forme binaire biquadratique en ^i, tz, que l'on peut 
toujours (n° 52) écrire 

(A^^^rziconst., / = forme linéaire en j7,, ^,), en remarquant que les 
deux courbes r = o et Aj = o sont tangentes en ^i =: ^3 := o ou ^1=0, 

et, si l'on tient compte des formules (i) ci-dessus, il vient 
et 

d'où, revenant aux variables x^ et j:„ 

d^—kç,q-^ply 

Multipliant la dernière par 2 et tenant compte des formules (i), nous 
avons finalement le système 

\ x^a^ — x^b^^=.iql-\- ik^px^x^. 
. La considération de la courbe 

Ai^XjII, — x^W^^no 

ne donnerait rien davantage. 

Les systèmes (1) et (2) donnent ainsi les conditions pour l'existence 
de l'intégrale /• = o et la monocriticité des six points w^i. 
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67. Pour exprimer la dicrilicité, je ferai application des principes 
posés aux n°» 10 et 57 pour chacun des six points w^t 



à la droite wwa, 

à la cubique plane ^^iipjc^-^ <y z^o. 

Ces deux courbes suffiront, car la conique /• = o passe déjà par les six 
points, est une intégrale et possède, par suite, deux points, attachés 
en Gi);t, ayant tous ses points attachés. 

Pour traiter les droites ww^, je verrai, comme au n*» 59, qu'il suffît 
d'exprimer que les six points sont sur la courbe 






-^— ?i=zO, où' Aa^J^jIIi — OCxHi, 

/■(...) H- ix\{x^a^ — -'^'i^i) -H 2J73(j?,a, — x^h^)-^ x^a^ — x^ b^. 






Tenant compte des formules (i) et (2) du numéro précédent, j'ob- 
tiens 

2 ^3 ( 07j «2 — X^h^) -\-iql -^^ 2 k^pX^ Xf. 



âA 
Si je remplace, dans -r— ^5 o-j, x^, x^ par ^J, ^*, ^i^j, j'obtiens une 

ox^ 

forme binaire en ^1, t^ d'ordre huit, qui doit être divisible par 

^ — g'-^p'^i^y 

dont Tannulalion fournit les six points w;t> et donner pour quotient 
une forme quadratique, qu'il est toujours licite (52) d'écrire 

, (Arjjzzi const., m =r forme linéaire en o:,, x^). 
Ainsi 

tUl(tla\- t]b\) -^ e,t^(tla'^- t\b',) -h q' l' -^ kop' t\tl 
=^{g''hp't,t,){m'-hk',t^t,) 
— fj' m' -^ k'^p' t\t\^ t^t^{k'^q' -\- m' p'). 



d'où (52) 



t\t\{t\0L\-t\b\)^q'l'^k,p't\t 



-- q' m' -^ k'^p' t\t\^t\a\~- t\b\ — k\,q' -\- m' p' , 
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el passant aux variables xj, x^ 

x^œ^{x<ia^ — œ^bx) -^ ql -\- k^px^x^ 
z=z qm H- k'^pXi x^ -^ x^a^ — x^ b^ = k\ q -f- mp. 

Comme q est premier avec x^x^^ ridentilé exij^e que x^x^ divise la 
forme linéaire m — l; cette dernière est alors identiquement nulle et 

mziz l, x^ai — Xibi=.{kQ — kQ)p, 

d'où le système 

( x^a^-- Xibi:^:^ k'^q -i- Ipf 

{ x^a^— Xib^— (k'^— kfi) p. 

Remplaçons dans les seconds membres, en vertd du théorème 
d'Euler, 

q par H^i^i-^9i^i)f P par kiPi^x-^ Pt^±)^ 



n — ^P ^"f -n 



11 viendra 



x^a^— x^b^— ^k'Q{qxX^-^ q^Xi) -^ {lip^x^'h- p^x^), 

•^'z[«i — ï(^'o — kQ)pt] — x^[b^^ i( A-;, — A'o)/>i]i 
d'où 

^1 = — \P\{k'^ — A-o)-+-^0'^2> [ /Wo, m,= formes binaires en x^ et x^ 
a^ — ^k'^q^ -\-\lpt -h /n, j?,, ( d'ordre égal à l'indice. 

bi — — ïk'^qy— [Ipi-^miX^, ) 

Il est licite, d'après la remarque du n° 65, de biffer /Wq et /wj, à con- 
dition de modifier convenablement Cq et Cj, qui ne figurent pas jus- 
qu'à présent dans nos calculs. 

Enfin la seconde des formules (2) du n'' 66, traitée par le théorème 
d'Euler, est 

x^a^— Xib^^z^liq^Xi -h qt^î) + ik^px^x^, 

^ii^i — î hi— k^pxi) =: xi{bi-h lqi~^k^pxi). 
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el m,= forme binaire quadratique 

bi^=: — \lqi— ktipx^-\- m^x^. 

Tenant compte de la remarque du n° 65 et de la première (*) des éga- 
lités (i) du n** 66, je vois quMl est licite de faire m, = 0, à condition 
de retrancher m^x^x^ de c^; or il est indifférent d'écrire, dans ce qui 
suit, c^ ou C4 — m^x^x^. 
En un mot, on a le système 

(4) I a^^\k'^q.^{lpr, — bi=^ ^k'^q.-h {Ipt, 

\ a^^^V^i-^^oP-^'i^ —ài=liqi-^kopXi. 

68. Exprimons que la cubique plane, ayant un point double en w, 

^ — px^-hq — o, 
a deux points attachés, confondus en chacun des six points 

(ok{k=zi, . . ., 6) ou r=:^=io, 
lesquels sont découpés sur ^=10 par les six droites issues de w 

A = <7* — Xi Xip^, 

Comme au n° 60, je vois qu'il suffit d'exprimer la divisibilité par A* 
du résultant des équations en x^ 



o et 



nt = 2n.S = °' 



Or on a 



ou 



(Pi^i-^g%) [(^1^3 + ^î)''-^ ^8^3+ ^4] 

p[{CiXz-i-Ci)r -hcj, ' 
dp 

Multiplions par p^ et remplaçons px^ par la quantité — q égale en 

( ' ) La seule condition à laquelle c^ soit encore assujettie. 
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vertu de 4* =^ o. Alors p^r devient A. Le résultant cherché est donc 

{pç)i='PÇi — gPu (P9h = PÇi — ÇPi' 

Multiplions par g et remarquons que ^*zr: A 4- /?*^i^,; il viendra, 
après avoir rennplacé a^ et b,, par œ^d^, et — ^jt/j et d^ par /cq^ h- /?/, 

g^—p^gA{c^p — Cig),-hp^gc^ 

Mpg)i i^iPg — aig^-hkop^xi — p^ai) 

^(pghi^tpg — J>ig^ — ^op^^t— p^ b^) 

{pg\p^x^ {gl -f- k^px^x^ — j^jûrj) 

— {pg)%p''^%{gi'^^QP^i^Ti-^^\bz). 

Mais les formules (2) du n<* 66 donnent 

x^a^ — X'^b^z^L'àgl-if ik^^px^x^; 

d'où, en vertu des formules (i) du n° 66, 

gl-^ kQpXyX^— x^a^ — — \{x^az-{- x^b^) = — Cj, 
— gl— k^pxxX^—x^b^^=:i — \{x^a^-\' x^b^) = — C4. 

Alors, dans gQ, Tensemble des termes où A ne figur-e pas en fac- 
teur est, après départ de /?*, 

pgc^'-Ci,[(pg)iXi-h {pg)^Xi] ou zéro. 

g^ perd donc une fois le facteur A, ce qui était à prévoir, les six 
points (ùjk étant monocritiques déjà, et il reste à montrer que la forme 
binaire 

^'— ipg)d^iPg — (^ig^—<^iP^'^f^op''^i] 

+ {pg)d^ipg — ^ig^— hp^ — k^p'^^t] -^p^gic^p — c^g) = o 

(ou est divisible par A). 

Remplaçons, dans £2', a,, «j, a^; ô,, b^, 63 par leurs valeurs tirées 
du système (4) du n<» 67, il viendra 

{p9)i[Pi{ig^ — HK — ko)P'^i-^i) -^g2(iKq — i^p)]-^P'{(^ig — (^iP'^i'^i) 

iPÇ)%[Pi(i9^—HK — ko)p^i^î)-hgi(^k'^g — yp)]^o. 
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Mais, si Ton désigne par 6R le jacobien p^q^ — P\q\, on aura identi- 
quement 

Pti pg)i— Piipgh^ ^^Pf (/^{p(])\ — qdp(i)t—^\\q, 

et la condition précédente devient 

p^{Ctq — Cxpjo^x^) -f-3/?[/7/-+-/)j7,Xj(A'o— X:i)]R 

-+- 2^R(A'oÇr^ ilp) =o. 

Remplaçant </* par A ->r p-x^jL^^ p disparaît une fois en facteur et il 
reste Tidentité (i) 

p{c%q — c^px^œ^) — Kql-\- R/?Xi^î(3Ao — /J,) =01=: — KA. 

Ki= forme linéaire binaire en jti, x^. 

Je dis que 3Ao — /:^=:2A:"=o. Supposons qu'il en soit autrement. 
. Remplaçons, dans la dernière relation, A par q-—p^xyx^y elle de- 
vient, en tenant compte des identités, faciles à vérifier, 

(2) . Rj7i=z J(3çr/;2— 2/?7j), —'^x^—\(Zqp^~ipq^), 

q{, . .) -h />*[(ci-+- k)x^x^-^- ^k^q^x^— ^^k"q^x^'\ = 0. 

q étant premier avec/? divise la quantité entre accolades, c'est-à-dire 
en vertu du théorème d'Euler les deux expressions 

^t[{Cx-\- k)x^—\k"q^']. 

q est premier avec x^ et x^ et est cubique; les quantités entre cro- 
chets ne peuvent être divisibles par q, étant quadratiques, sans s'an- 
nuler identiquement; il vient 

x,{c,+ k) = \k"q^, jr>^(ci-+-k)=-lk''qi. 

Multiplions par x^ et — Xi et ajoutons ; le théorème d'Euler donne 

2 qk":=i o, k"z=z o. Cl -4- A: =z o. 

C. Q. F. D. 

Alors il reste simplement pour déterminer Cj et Cj l'identité sui- 
vante, où l'on a remplacé — k par Cj, ainsi qu'il convient, dans l'iden- 
tité <i) et faitit''=o, 

p{c^q — CipXiXi) — Rql — Ciq'-h c^p^x^x^^rz o 
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OU simplement 

(3) c,/?=i c'i(7-+- R/. 

Écrivons explicitement la forme linéaire binaire /, 

/ = A'uTi 4- B'o:,, A'i B'= const. 

Faisons usage du théorème d'Euler et des identités (2) ci-dessus, 
ridentité (3) devient 



d'où 



6c,/? = 6ci7 -h A'(3^/?,— 2/?^,) — B'(3qpi — 2/771) ; 
/?(6c2-h aA'^î— aB'^i) =17(601-1- 3 A'/;,— 3B'/?i)y 



et, si l'on remarque que p et q sont premières entre elles et quadra- 
tique et cubique respectivement, on verra que les deux crochets s'an- 
nulent. 



Ainsi 



(4) 



Ci=i(B>.-A'/>0, 
^î^i(B'7i~A'7'), 



( A:o=:3A:o, puisque 2k"^=kQ—3k'f^=io. 

69. Les formules (i) du n*> 66, (2) du n° 66, (4) du n« 67, (4) du 
n° 68 déterminent les formes inconnues d^, C4, a,, a,, «j, 6,, 6j, 63, c,, 
c„ et les expressions 11/ se trouvent complètement connues à l'aide de 
Pf q et des trois constantes A', B', ArJ,, auxquelles il convient d'ad- 
joindre les constantes «o» ^o> ^0 ou — A, — B, — C, puisqu'il convient 
de rétablir (65), dans Hj, H,, Ha, les termes en r*. 

Tout cela fait, on voit sans peine que l'équation II s'écrit en défini- 
tive, écrivant C au lieu de A-J,, 

- 3n = A I 23 j -i-.B j 3i j -h C 1 12 } -h A' ; i4 ! -H B' j 24 i + C { 34 I = o, 
les ! ij \ étant formées de la façon connue 





«1 


li^ 


«S 




+11 


+*2 


+/3 




^n 


^n 


4^/3 



avec les quatre formes 

^^ — x^r, ^^—x^v, ^3=j:,/-, ^^—px^-^-q. 



les mêmes qu'au n° 64. Ainsi II est identique à la réglementaire P 
construite dans ce numéro-là. 
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On remontera par les procédés connus {kS, k9, 64) aux formes Oy, 
aux expressions jy et, par suite, à la cubatique é. Il ne restera plus 
alors qu'à appliquer à £ les diverses méthodes exposées au Mémoire 
pour la recherche des intégrantes. 



Hypothèse tll. 

70. Les six points dicriliques sont disposés trois à trois sur deux 
droites, suivant le schéma. 




x^j^o 



Nous prendrons : 



Pour j7i=ro la droite 4^6, 

» J72=:0 » 123, 

» J^j =: G )) 36 , 

les six points étant i , 2, . . . , 6 ou w^t, A: =1 1 , . . . , 6. 
Ils sont déterminés par les équations 

a?i = /;^3=o et j?j=: ^jcjizz o, 
p ^= forme quadratique binaire en a?,, œ^, 

/^ :=: a? 3 -H 2 ^32 ^2 "^3 "^~ jP22 "^ 2 > 

q=:a:l-i- 2^3, ^1^3-h ç'u a?*. 

71. Construisons le système des cubiques planes qui admettent les 
six points coa^ pour points fondamentaux. Soit Oj=^o une courbe du 
système; elle passe par les points ^3 = ^,^2 et, par suite, 

9y —" '^l "^2 ( " 1 «^1 "^ "^2 *^2 ~^~ ^3 -^3 ) 

H~ '^'3 (^33 "^3 ^~ ^31 «^3<^i "+■ Cl^^iV^JT^-h Cl li X i ~\~ Cl^^X^ ). 
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La courbe passe par les quatre points j?,r=^ = o et x^^i^p =o; par 
suite, 

«33-^3 -h «sr^3«2^S -f- ««^j = «33/? ; 

ainsi 9y est une combinaison linéaire homogène des quatre formes 
cubiques ternaires 

que l'on peut prendre respectivement pour les quatre 4^7, avec le rôle 
habituel. Les ^j diffèrent de celles de Thypothèse II, parce que la co- 
nique r = o a dégénéré en un couple de droites. 
La réglementaire P aura la forme habituelle 

A } 23 } -H. . .4- A' I i4l -+-. .; = o, 

î j 23 j ^= ^1 J?j Wi, j j 01 I =: OTj J:?5 Wj, 3 j 12 I = J7j J?j W3, 

= «l^î(f^ — /^2-3?î)— "2J^l^2(2ft — /Xl^i), 



3 » '4 
3 ( -*4 



;|34 



, du. du. 



sous le bénéfice de \^«,j:/ = o. 



Alors, au facteur numérique près, oh a, pour la réglementaire 

P = PjMj -h. . . = 0, 
P, = B j:?Î j?J -h ^i[— A'j-i(2/x — fz,^^) H- B'^,( IX — |Ji,^,) — 2G'^3(/^ — f^i-^i)], 

Jr 3 — \u OC . «2/ A . . • , 

P = k.x\x\ux -+- Ba:J^2"ï"+" ^Jf^\^\u^ 

UiXiç(A'xi'i- 2G'j?3) -+- W2'^2P(B'^2 — ^C'^rg) 

d/ j «3^2 tt j ( • « • ) "T~ X^ X2 '^iv* • .)) 



ce qu'on voit aisément par un calcul direct. 
L'équation de la cubalique £ s'obtient par le procédé habituel 



9i ^l'R LA TBtOMC DES £QCATI05<» DIFFCEEXTIILLES. 

(54, 6'»). On \}o>e yj— ^y, rV>l-à-dirf 

V I — t **^i • ** l> 

La cijbatir|ue / a pour équation 

72, Passons à la conslruclion de Téquation IIz=: ViI/m,- de dimen- 

sion quatre, ayant les six points dj^t pour points dicritiques. 

l)*abord les deux droites j^jrzzo et j:-, =io ont six points attachés 
dans le connexe II au lieu de quatre, savoir deux en chaque dicri- 
tique, par définition de la dicriticité. Ces deux droites sont ainsi deux 

intégrales, et H, =:nj:i izi^'ll/ -r-^ est divisible par ^,; de môme 

/ 

divise IIj. On peut donc écrire 

Hi^^zx^x^a -h Xili, 112^= j^ioCj^ -h jTjXj, 
a, ^ =- formes ternaires quadratiques, 
Xi= forme cubique binaire en jtj, .r,, 
X,~ forme cubique binaire en x^, x^, 

La droite 0^3—0 passe par deux points dicritiques x^^zzx^x^; elle a 
donc ses qua^tre points attachés confondus deux à deux avec les deux 
dicritiques; il faut avoir, par suite, 



X, 



Il3=Z 11^78^== X %{.,,) -^ CqX\x 

ou simplement 

II3 -HZ CqX ^ X^^ 

faisant iisaj^e de ridciitilé V w/.r/=:ro. 
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Je prendrai ainsi 

(i) < nj~»r,j?2^ + '^'j^2» 

73. Exprimons la monocrilicité des six points wa; pour j?, = 0, 
les formules (i) du numéro précédent donnent 

et comme les points j?iz=/?=i0 sont monocritiques, on a >it = o pour 
p=zo}p divise Xj et Ton a 

).2 = 7/7 ( ).„ j:, -f- X, j ;r 3 ) , 
et de même 

(Xu, X22Î . . .) = const. 
Alors il vient, en posant 

a ^ a p 

a, (3=11,2,3, a3ip=apai' ^ap=^pa» 
n = 2ai^x\x\ Ui-h 2 bifxla^l «j-h Co-cJ ^l M3 

-H f/jj", J72(a — 2a,2jr, ^,) h- u^XiX^{b — 2^,,jri j?i) 

Considérons maintenant la réglementaire P construite au n** 71; 
elle a bien les six points co^: pour dicritiques; il s'ensuit que l'équa- 
tion n = o aura les points co^ pour dicritiques, en même temps que 
réquation n'=II— -P^o les aura elle-même.' Je construirai donc 
l'équation H'^^o, et il suffira d'ajouter P pour avoir l'équation n=zo. 

Nous reportant au n° 71, nous voyons qu'il vient 

II' = n — P =:^î^| W| (2âr,2 — A) + x\x\u^{ih^^—' B) 

-i- œ\x\ u^ic^— C) -h UxXiXi(, . .) H- u^Xi X2{. . .) 

4- «iJ?i7[(Xil— A')Xl4-(X,3— 2C')J73] 
-h UiXip[(l2t—B')Xi-+-(l23-h2C')x.i]. 

Nous pouvons déterminer les six coefficients A, . . ., C de la régie- 
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menlaire P par les conditions 

0= 2^,2— A = 261Î — B =: Co — C = ).ii — A'rn A,g — B', 



Alors 



X,a— 2c'='ki3-h 2c'== ko. 



W=.^U:ii., 



W\^i x^x^a-^ k^qx^œ^j H\^z x^x^b -\- k^px^x.^, 11^ = o, 
a eV b étant les formes quadratiques 

a p a p 

OÙ «12= ^12== O. 

74. Construisons H'. 

On vérifie sans peine que les six points w^t sont déjà monocritiques. 
Exprimons la dicriticité de x^^= j7,=:o. Pour ce point IV est nulle pour 
iii quelconque et dW devient, écrivant sous forme de déterminant et 
mettant {xdx)i pour ui, 



dVL' 



dxi o ax^ dxx 



dx^ 
dx', 



X, 



o 



dm 



G 



aœ\ dœ, dx,. 



m 

La dicriticité exige que a =10 pour ^3= j7j = o, c'est-à-dire a^^^^^o. 
De même la dicriticité du point j?3 z= ^r, = o exige ô,, = o. 

Ecrivons que dW est identiquement zéro pour les deux points dicri- 
tiques x, =/> == o. On a encore 



dW 



dxi o (x^a -h k^qx^) dx^ 
dx^ X2 Xi b dxi 4- ko x^ x^ dp 



dx. 



x^ 



o 



et, après départ du facteur û^r,, 



dn'^= — Xi x^{b dx^ -h kQ x^ dp ) h- (0:2 a -^ k^^qx^) {x.^ dx., — ^ x^ dx^ ) , 
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Égalons à zéro les coefficients des trois diflférentielles, on aura pour 
= 6 =:^ja -h kç^qx^ — k^œ^p^œ^z^ixxa H- kQqx^-\- koX^p^x^, 

(O) { />.= ^=2(/>„X,+/>„). 

Ainsi la conique 6 = passe par les deux points 

Xxz=ip = 0, h z=zib^xXiXx-\- b^^p 
et 

La symétrie donnera aussi 

Les relations (o) donnent ensuite 

oz=zXx{ia^t^'iX^'\-an,^q)-{- k^qx^— k^x^p^Xi 
HZ J75 ( 2 fl 32 jjj a?3 -H dszÇ) ~^" k^qx^-j- k^x^p^Xy 

pour d7, ^= jo 1= o, et 

*^î V 2 ^3Î «^4 «^3 H~ ^88*^3) ~^ ^0^3 ^0*^3pl^% I 

I divisibles par/>. 

J/j ( 2 Cf 32 .272 *^3 ■^~ ^33 «^3) "^ ^0*^3 ''^0 «^3 /^3 «^3 / 

En vertu de Tidentité '^p^^Pt^)^-^ p^x^, il suftira que la première 
expression soit divisible par/?;/? divise donc, après départ de x^^ 

koxl H- a:2^3(«33— 2^0/^32) -H 2(a32— kop^^), 
el cette expression est identique à k^p; cela donne, en identifiant, 

^33--- 4 ""0/^32» 2^32= ^ a"o/?22 

(i) (et, par symétrie, 

l ^33=4^0^31» 2^?3ii= 3A-o<7ii. 

On a vu, de plus, que 

^32=^ ^33/^32 > ^31==^ ^33^31» 

0=:a22=«12= ^11== ^12, 
«11 = <Z33//|i, t>22=^ ^33/^22» 

Univ. de Lyon, III. — A. • 1 
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Il reste ainsi pour II' 



75. On voit ainsi que H dépend de sept constantes arbitraires homo- 
frênes, tandis que la réglementation P n'en contient que six. 

Ainsi, pour qu'une équation II de dimension quatre ayant sir 
dicritiques disposés suivant le schéma 



Fig. 10. 




I 

soit une réglementaire ^ une condition est nécessaire. 

Comme II diffère de P par l'adjonction du terme A-oK du numéro 
précédent, la condition est évidemment k^ = o. 

Hypothèse IV. 
76. Les six points dicritiques sont disposés suivant le schéma 



Fig. II. 

i i 



6 



2 3 

Je dis que cette hypothèse n'est pas distincte de l'hypothèse II déjà 
traitée. 

Soit P la réglementaire obtenue en partant d'un système O de 
cubiques planes où les six points fixes (ùk(kz=ziy ...,6) sont les 
points 1, . . ., 6 du schéma; soit II l'équation la plus générale de la 
dimension quatre ayant les six points ûj;fc pour dicritiques. Je dis qu'on 
peut disposer des coefficients arbitraires de P de façon à l'identifier 
avec n. 
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Considérons une substitution quadratique Cremona s, égale à son 
inverse, admettant les trois points Wi, co,, W3 pour essentiels. 
sH aura pour dimension (voir la deuxième Section) 

2.4-1-2 ou 10; 



la droite 456 est transformée en une conique ^ sur laquelle seront 
situés : 1° trois dicritiques sw*, jswj, ^wg, et 2<» les trois points wi, w,, 
ws, tous trois hexacritiques pour 511, puisque i (4 -f- 2) = r(m -h 2) =: 6 
(35). Mais 5 ==5-*, et les trois points wj, w„ W3 sont à la fois dicri- 
tiques pour n et essentiels pour s. Donc du premier membre de 511 se 
séparera le facteur x\ûo\a:l (36), si le triangle wiWjWa est pris pour 
celui de référence; la dimension de 511 sera quatre. Je dis que wi, par 
exemple, est dicritique pour 5 II ; si gji a pour coordonnées ^2= ^3= o, 
le raisonnement est celui-ci : wi étant hexacritique pour sïL avant dé- 
part du facteur x]a:lœl, toute courbe passant par wi y avait six points 
attachés, parmi lesquels comptaient les quatre points où la courbe 
était coupée par les droites doubles .rj et ^J. Après départ du facteur 
a:\œla^ly les quatre points ne sont plus à compter, mais toute courbe 
passant par wi y possède deux points attachés confondus, et le point 
est bien dicritique. 

Ainsi SÏL est une équation de dimension quatre ayant ses six dicri- 
tiques w,, wj, W;,, 5ûi)v, 50)5, 5W6 situés sur une même conique 12. 

Maintenant sP sera évidemment la réglementaire provenant du sys- 
tème 5d> de cubiques planes, transformé de O par 5; les six points 
fondamentaux sont les six points wi, wj, Wj, 5ûjv, ^ws, 5We de la conique 12. 
Il est en effet connu, d'après la théorie classique des substitutions 
Cremona, que toute cubique plane passant par les six points wi, . . . , o)6 
se transformera en une cubique plane passant par les six points w,, 
Wj, wj, 5Wi, 50)2, ^^3 (après séparation toutefois de trois branches 
droites, côtés du triangle wiWîCOa). 

Si nous comparons sP et 511, nous sommes ramené à Thypothèse II 
déjà traitée. On démontrera, sans difiiculté, que 5 II et 5 P sont iden- 
tifiables; il en sera de même après intervention de la substitution 
s=zs-K Donc n et P sont identifiables. c. q. f. d. 

11 va sans dire que la cubatique ^ est la même que dans l'hypo- 
thèse II. 
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Hypothèse V. 
77. Les six points dicriliques sont disposés suivant le schéma 

Fig. 12. 




Prenons le point coq pour .Ti = .rj = o, pour a^, = o et ^j =: o les tan- 
gentes menées de w (ou Wo) à la conique des cinq points ûl)a:(A:=i, 2, ...,5), 
pour j?3= o la corde de contact; nous aurons alors, par un choix con- 
venable de paramètres de référence, r'=:a^l — :i'i 0:2^=0 pour la co- 
nique des cinq points et 1,1, — i pour coordonnées du point W5; 
soit p la forme quadratique binaire en ^1 et j?2» dont l'annulation 

donne les deux droites 012 et o34. 

78. Construisons, comme toujours, le système O des cubiques 
planes ayant les six points w/t pour fondamentaux, les formes ter- 
naires cubiques 9^ et ^j. 

On aura pour ^y, puisque 9y=o passe parw (remarque du n° 53), 

les d étant des formes lunaires en .v^ et ^2» d'ordre égal au second 
indice. 
Si p est la forme quadratique binaire dont l'annulation donne les 



deux droites 012, o34, si l'on représente encore par t\j t\, t^t^ les x^j 
x^y X3 d'un point de la conique /:=o, et si l'on fait usage des nota- 
tions du n** 52, on voit que les cinq points ûl)a(A':^i, • . ., 5) sont don- 
nés par l'annulation de la forme d'ordre cinq binaire en t^ et t^ 

S=.(ti-hti)p\ 
puisque les coordonnées de a)^ sont i, i, — i. 
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Si dans 9y je remplace x^y x^^ ao^ par t], t\y t^ti, le résultat 

est divisible par è; le quotient est une forme linéaire et on écrira, 
nij et fij étant des constantes, 



djititi-hd'j^ = p\t^-i-t^){mjti'i-njt^)y 



d'où 
et 



ci', 



ji 



p'{mj-\-nj), d'j^:z:zp\mjt\-\-njt.\) 



dj^^=i p{mj -\- nj), dji-=z p{mjX\~^ rijX^), 

Q^j zz: djy r -h mj (x^-h x^) p -{- nj{xz-\- X2) p. 

Ainsi cpy est une combinaison linéaire homogène à coefficients con- 
stants des quatre formes ternaires cubiques 

XjT, x^r, p{x^-^Xi), p(x^-hXi), 

que Ton prendra respectivement pour ^i, 4^2» 4'3> 4**- 
On formera sans difficulté alors les expressions } ly j, savoir 

— j 34 j —p(Ui^ «2— "s)» 

jSljzzz 



i2\ =1 r* it^, 

: X^(x^ 
I 20 j :=:= X^ix^ 

l4!=— -^1(^3 



•^1) [/^'*] -\- prih^ pruu 
^i) [P^^ -i-pruy—prui, 



2[/?/]- 



J24jz=— 0:2(^3 + -2^2) [pr] -^prux 

Wl W2 W3 



P\ Pi o 



/•1 



/^l 



.^àp^ 
âxi 



• • > 



dr 



La réglementaire P sera de la forme ordinaire 

Aj 23 j H-. . .4- A' j i4 } -H. . .= 0. 
L'équation de la cubatique £ est facile à avoir; posons jy = ^'y 

Ji — «a^ir, r2=^2'', r3=/?(^3+-^'i)> 74 = /? (-3:^3 4- ^2). 

'•'y3=/?(r,, r2)(/-uC3H-7i) = />o(/-^3-+-7i), 

'•'/*= /?(7l» 72) ('•'^3-+- 72) = /?o('-^*3-+-72)' 



/•«=I/-2X2— Jjj3, 



j3/-«.r2 — pof'x^-^- poVi — yyf.2j'i—o, 



r<2 /ya 2 



7*' •^■3 — /?0/--^3 H-/?072 — 717274 = O. 



f02 !IIR L.4 THÉOBIE DC.^ tQCATIO^S MFFCBOTItLLIS. 

Si Ton élimine rjr, entre ces deui équations du second degré, la 
résultante, après départ de j, — /,, 

jij'-jtjî— (7»— 7*)/>(ji»r»)==o 

sera précisément l'équation de la cubatique /. 

10, Passons maintenant à la construction de Téquation II de dimen- 
sion quatre, qui a les six points pour dicritiques. 

Le point r,), ar^^zjc^^zo étant dicritique, on verra par des théories 
déjà exposées plus haut {k et remarque du n*» 53) que 

II,= 6,r H- b^a:^ -+- ^4, 

U^—Cf^r^-h (c,x,4-c,)/*-i-c,j?3-hC4, 

les a, h, c étant des formes binaires en a:, et a;, d'ordre égal à l'in- 
dice. 

Je verrai, comme au n*» 65, qu'il est licite de faire abstraction dans 
n, du terme en /•', sauf à le rétablir sans modification en fin de 
calcul. 

Chacune des deux droites /? = o a six points attachés dans le con- 
nexe II, savoir deux en chaque point dicrilique par définition de la 
(licrilicité; chacune de ces deux droites est une intégrale. Ainsi 
IIi//i -h IIîMj est divisible par MiO^iH- m,j7î dès que le paramètre 

Wi : jTj ou — w, : Ui 

est une racine de réquation p=:o. Ainsi j^jlli — cTiII, est nulle pour 
^ iz. o et se trouve être divisible par /?, p divisant 

on a 

.rj^j — J7j ^2= 2 rriip, 

x^a^ — x^b^^=iim^p, 

niif nii, Wj -" l'onnes binaires en ^tijo;, d'ordre égal à l'indice. 

tloniplatjons 9.p par />i ^i -h/^j.rj, /^j — -j^, Il viendra, par 
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exemple, 

rt, ==z /Wj ^j -h pi z-i , — ^j = /Wj ;>, — p, a:, 

ei, de même, 

«3= w,/?,-i- Pjj:,, 62 = — /WjpiH- p2^j, 

p,, p,, p,=z formes binaires en a^j, x, d*ordre égal à l'indice. 
Si l'on fait usage de l'identité V ^/M^zn o, on voit qu'il est licite de 

i 

faire p, — p, = pj = o, à condition de modifier convenablement l'ex- 
pression non encore déterminée de Hj. 
Tout cela montre qu'on a 

Hi = /?, (û?, /• -h fl?, j:, 4- fif,), 
— Il2 = /?i(û?ir-i- d^Xi-hd^) 

(en écrivant d au lieu de m), 

du dfy fif,= formes d'ordre égal à l'indice. 

80. Exprimons la monocriticité des cinq points 0)^(^ = 1, ..., 5). Ils 
doivent jêtre sur la courbe 

Si je remplace, dans Aj, j;,, x^y x^ par t\y ^J, t^t^, la forme binaire 
d'ordre dix obtenue doit être divisible par à^=^p'{t^-\- t^), et le quo- 
tient est une forme d'ordre cinq, que l'on pourra toujours (52) 
écrire 

^1 = forme quadratique en Xi, Xj, 
/j == forme linéaire en Xi, x^. 

Le facteur ti existe parce que Aj=: r zz: o pour 0?,=: xi= o ou ^1 = 0. 
Ainsi 

Aj=r(. . .) -h pidixl-j- xz{ pid^— x^Ci) -- XiC^= o, 

p;^W^î-H^^2(/?;^;-^îc;)^^îc;=./?'(^,+ ^2)^i(^;4-^,^2/;), 
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d'Où (52) 

p',d\t\~c\ =p'{g', + l\t\), 

P'td',-l\c; = p'{g\ + l\t\), 
et, passant aux œ^ et .tj, 

/ ,^ ' d'où, par un calcul analogue pour la courbe 

^2 lia— ^'31X2=0, 

— PidiXi—c^ = /?(^2 -H 4'2?i), 

g étant quadratique, l^ linéaire en x^ et x^. 
Du système (1') on tire facilement, eu égard au théorème d'Euler, 

id^—x^{g^^ hx^) — x^{g^'\- l^x^), 

2û?2=:^l4- /i^2— (^î4- /j^i), 

(0 \ 

— 2C3=:/?i(^i4-/,^i)-+-/?2(^2 4-^s^2), 

Telles sont les conditions de monocriticité. 

8L Les cinq points Wj, . . ., a)g étant dicritiques, les dix points atta- 
chés à la conique r = o dans le connexe sont réunis deux à deux dans 
les cinq points. Si donc je remplace dans Hr, ^j, o^j, x^ par t\y t\txtty 
je dois obtenir identiquement 

A-qÔ^ziz A:o/?'*(^i-h^2)S A-Q^const., • 
nr ==2n,- ^ == r(. . 4- (/^id?! — />2^2) (^2^3+ c^a) +- 2^3(C3^3H- C4), 

i 

{p\t\--p\t\){d\t,h-\-d'^)'^'it^t^{c'^t^t^^c\)^k^^^^ 

d'où (52) 

«^'2 (/>i ^î —p\t\)-\-i c\ =z 2 A-o/?'*. 

et, revenant aux j?i et x^, 

diiPiXi— /?,J72) + 2C4 —2koP^, 

dz(PiXi — p^Xi) -h 2C3^i;r2= A-o/?^(j?i-h JTî)' 



( - 
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Si nous remplaçons rf, et cf.,, c^ et c^ par leurs valeurs tirées des 
formules (i) du n* 80, il viendra 

(0 

( ^iigi + A ^'i ) ■+- ^1 {g% + h^i ) 4- A-0 /^(•^i ■+- -^s) = o- 
Éliminons k^p; il viendra, après départ de œ^ — œ^y 

p désignant la valeur commune. 
Alors 

gi=p — /2'^i» gi— p — ^1-^2; 

portons dans la première de (i), il viendra 

P=— koPy 

— gx — k^p-^ hœ^, —g^—k^p-^-liX^. 
Le système (i) du n** 80 devient enfin 

(2) \ 

— 2 c^z=z—kQp(pi-h Pi) -f- (/i— /g) (/>l«2^l— /?î-37j), 

— 2 (^4 =1^ — 2 A-Q /?* -+- ( /l ^'î — /a -271 ) ( /?i ^1 — Pi J?2 )• 

82. Il faut encore pour la dicriticité du point wg, 

%Â/ ^ .1 «3/2 ^^^ ""^ ^Zf 

que Ton ait (uoeV n** 59) pour ce point 

dA 

•~ =:ô, A^^z x^Ui — Xiïli^^ ^{' ' ') •+- '2p{d^^^-^di). 

Ainsi pour ^i = orj =^ — ^3 

Tenons compte de la première des formules (2) du numéro précé- 
dent, on a, pour ^j = ^r j :=: — .rj, 

2 <ii ,^3 -h /i ^Tj — /g ^1 rz: O. 

Ainsi, sous le bénéfice des explications du n° 52, 

2d[tit^-h l\tl — /;^î = (^1+ ^2)(«im'H- <2/^'), 
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my n^=. formes linéaires en x,, ar„ 

2^;=:m'-h n\ l\t\ — i\t\ — m' t\-\- n! t\^ 

et, revenant aux x^ el j:„ 

2t/, = /n -H /i, 

et, po étant une constante, 

/i=: /l H- poJ7i, /t = — m-t-poOr,, 

— /j j:^! H- /f ^j = /7i ;r I -f- /i J^j. 

Le système (2) du n* 80 devient alors 

2û?, = /WH- /i, 

2ûf, = 2(/n.r|-4- /iJ^j), 
(i) 'j 2^3'=: A-o/^C^?!— a:,)H-2^ia:,(m-+-/i) + 2po^i^(^i — ar,), 

2C, = A-o />(/?, 4- p,) — (/^l^l — /'î'^î) ['W -h /i -h po(^i — ^î)L 
2C4 = 2Âro/?* — (/'l'^?! — pt^t) (/w^i-H /l^i). 

Les expressions des 11/ sont doublées 

D =i/?î[r H- 2j:'i(^3^- J7,)] -h n[r -h 2j?,(j73-h or,)] 
n3=r2r(c,^3-f-c,) 

^0/>[/?l(^«-+-^l)+/>t('2?3-^^î)]. 



83. 0)6 étant dicritique par hypothèse, la droite a?8-f-ari=o qui 
passe par '03 y a deux points attachés. Si donc, dans 

IIi -h 113= 11(0:3 -fJ7i)> 

nous remplaçons x^ par — j:^i, le résultat doit être divisible par 
(j?i — x^) . 
Tout calcul fait, on a les deux conditions, équivalentes à une seule^ 

2(Ci— Cia.,)-H2po/>4-«/7i— /n;?2 ) ,...,, 

[ divisibles par x^ — x^. 
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Si Kt et K, sont les quotients, il vient 

8k. Pour assurer la dicriticité des quatre points w,, wj, wj, au don- 
nés par 

j'exprimerai que toute conique du faisceau 

r — },p = 0, X = constante arbitraire 

a en chacun des quatre poinfs deux points attachés confondus (10). 

On a 

U{r — lp) — Ur\ 

puisque 

Pz^oy /?,n,-h/7,n,=o, 

ÏLr = 2 A-o/^'^s ^- ^0 P^i^'^i'-^^i) H- 2r'Ci 
Remplaçons r par Xp, le résultat est, après départ de /?, 

Ainsi, parmi les six points £2 =z: r — X/> = o, quatre sont les dicri- 
tiques wi, . . . , w*, c'est-à-dire les quatre points /? = r nr o. 
Si donc je remplace, dans i2, x^y x^y x^ par ^J, t\y t^t^y le résultat 

/?'i...|'+xiûf;(/?;fî-/?;^j)4-2c;^2c;^Î^Î4-2c;^j^| 

doit être divisible par p' quelle que soit X, c'est-à-dire, en définitive, 
en désignant par = o la divisibilité par /?, 

c,= o, d'où c^=g^py 

dï{P\^\ — Pj ^î) H- 2 Cg + 2 Cl X^ X2 ^ o. 

Tenons compte des formules (i) du n® 82, il viendra 

■—2.2CiX^Xi-\-{piXi—piXi)[ ]^0, 
[ ] =r m -h /i-h 2po(j7i— d?2)> 

et, comme p est premier avec x^ et x^y 

J a, p z=r constantes. 
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Multiplions par Xi et x^, puis ajoutant, 

Alors les relations (o) du n'' 83, combinées avec la précédente, don- 
nent les égalités 



= — w, r(Ki^,-f-Kî:r, ) -h (wi^ir -f- //jo^îr) (Ki-4- K*) 
-h mr{pzUi — p^Ui— piU^) -h n rip^Ui — piUj— P2U3). 



aUi) 



En en tenant compte, ainsi que des formules (i) du n° 82, il vient 

n = — 2koP^(ui-{- Mj— W3) H- 2p /(^Qih-h (Swi-h-aM,) 
-h 2po{x^ — Xi) [th{pXi-{-rpi) — u^ipXi-\-rpi)] 
T- [m{xz-\- Xi) -h n{x3-\- x^)] 

X [— 2piUiX^-\- 2piUiX^-^- UiipiXi — PiX^)]. 

Le coefficient de kx est { 34} (78); faisons-en abstraction, sauf à le 
rétablir en fin de calcul; il reste, tout calcul fait, 

n = (/?/•) M H- 2p r(^Ui-h cciif-h gou^), 
M = pi ^3(^1 — ^1) -h m{x3'h Xi) -+- /i(x3 4- j:,). 



(/>0 = 



U* II9 Ui 



Pi Pi o 



r* r, /% 



85. Nous avons ainsi terminé le calcul nécessaire pour exprimer la 
dicriticité des six points et, si nous explicitions les diverses identités 
que nous avons successivement rencontrées, nous pourrions trouver 
tous les coefficients de H en fonction d'un certain nombre d'entre 
eux. Mais le calcul sera beaucoup plus simple de la façon ci-des- 
sous : 

Prenons, comme au numéro précédent. 



H.=z{pr)M -h 2/?/-(j3ai-+- «'^2+ ^0^*3) = o. 
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On voit sur-le-champ que les cinq points 

(sif d7j — ,372 — ^9 

Wl> ^î> W3, CO4, />r=ri=o 

sont dicritiques. J'aurai tout exprimé si j'exprime la dicriticité de wg 

.2*1 nn ûOf :i^ «^s» 

Posons 

Un calcul simple montre que l'annulation identique de H et de dH. 
pour ^,1= j7j=: — ^3 est assurée par les conditions 

a == A -f- B — po— ^0» (3 =1 — C — J) — po — ^0- 

Alors n, après rétablissement dans H^ du terme en r* (79) et du 
terme en j34j, devient une combinaison linéaire homogène à coeffi- 
cients arbitraires des \ij\ augmentée du terme 

gçiPr{u^-\-u^—Ui). 

L'identification, avec la réglementaire P construite au n° 78, ne sera 
donc pas possible en général. Il y aura une condition à remplir 

^0 = 0. 
Nous sommes ainsi dans un cas analogue à celui de l'hypothèse III. 

Hypothèse VI. 
86. Les six points dicritiques sont disposés suivant le schéma 

Fig. i3. 




Prenons le triangle 128 pour celui de référence; soient alors 
«2 «3=1, o, aj, «3 les coordonnées du point i', 
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Construisons le système <b des cubiques planes passant par les six 
points I, a, 3, i', 2', 3'. Soit 9 une cubique du système 

^itz*^\ «^î^3 "^" ^111 «3^1 «^2 "^ ^111*^1 ^\ ^~ ^i 13*^1 "^a 

Si je fais j7|-=:o, il reste, après départ de œ^x^y l'expression 

qui doit être divisible par 

de même pour j72=o et x^^=zo. Ainsi 9 est une combinaison linéaire 
bomogène des quatre formes ternaires cubiques 

']f^ = x^x^oif a = «3 ^, — a, cT 3, 

+3= ^1 ^iV^ y = ya -^^i — yi ^j, 

^|;^ rm iZTj iS^j^g, 

La réglemehfaire P s'obtient par les calculs ordinaires, simplifiés 
grâce à la symétrie des indices i, a, 3 et leurs permutations circu- 
laires. 

Posons 

«'= (3iyi "1 + (3iyî Mî-+- yi ^zUz~ (x\ 

(3' = yj «î «2 + yj «3 "3 -H «jyi "i = P, 
y'=ia3(33"3-H«3Pi«i^-(33«j«ï=yi 

Alors il vient 



«1 

M, 

«, -f-.. .4-73^3. 



|i2J = a7Î(/j7ij;j— a(3«3), — {34{=^î^l(yi«i-+-y2W2), 

I3iî- , -^4! = , 

P ==r AJ23| -h. . .-h C'j34 ! ^= Mi^Ja -h Wj^'j^ -+- «3^5 c, 

a=z-A[2(3y + (33y2^;]-+-^l(C'y,-B?;)4-^J(B';3,-.Cy;), 
^=-T-B[2ya-i-yia3x2] 4- . .., 

c ==— C[ ] -^. -, 

sous le bénéfice bien entendu de ^ ^/, .r/— o. 
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Reprenons le schéma et appelons i^ le point où la droite i'3' ren- 
contre i3; soient 3'' et i" les points analogues sur 21 et 32, On voit 




facilement que la valeur commune des trois rapports anharmoniques 

l32'2% 

233'3% 

3ii'i" 
est 



K = -^^ 



Cette remarque sera utile plus loin. 

87. Construisons Téquation H de dimension quatre qui a les six 
points I, 2, ..., 3' pour dicritiqûes. Les trois côtés du triangle de 
référence sont des intégrales, comme ayant plus de quatre points 
attachés, savoir deux en chaque dicritique. 

Il vient ainsi 

Hi^cTia', \ï^^=ix^a\ \iz:=-x^a\ 

«'=222 ^''^* ^' ^^ ^''^ ^'ijic^ const., 
b'^=i , b'ijk'=^ const., 

c' =: , c'ijjf =: const. 

(notation habituelle des formes cubiques ternaires) 

{iyjy A = 1,2, 3). 

Les sommets du triangle de référence sont déjà monocriliques 
comme interseclions de deux intégrales. Exprimons qu'ils sont dicri- 
tiqûes. 
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On écrira 



n 



ux^ x^ ^% *^ 

dX^ x^ **^% ^ 



Pour cTj^: 07,= o, dJl devient 



dxi 


Xi 


Xi a' 4- a' dxi 


dxi 


o 


b'dx^ 


dx^ 


o 


c' dx^ 



et la dicrilicilé existe si b' — c'=: o. Cela exiffc 



^111 = 
et, par permutations circulaires, 



1 1 1 



y.. 



f ' 



a,,, -=1 «^,,,=: V 



333 



a' =z {"kxl -\- ii.x\ -h vx\) 

b'={ ) 

c'^{ ) 



^b\ 

\x\ 



333 
3 



-lix\ 

— vxl-\- 



Sous le bénéfice de ^w/^/, on peut biffer \x\-^ iix\-^ vx\ ou, 

I 
ce qui revient au même, faire 



^ÎJÎ ^3^3 ^111 ^3 33 '-^111 ^S 



222 



o. 



Alors, a" y b\ c^=: formes quadratiques ternaires, 

a'z=^,a"-l-3^,j73(a;3,^2-ha',j3a?3), 
b' — x^ b" + 3 573 ;r 1 ( «3 1 3 ^3 -f- a 3 4 j arj ), 

C - — X^ C — T~ , 

HX^^ u^x^a' ~^. . .^=1 u^x\a" -^ u^x\ b" -{- u^xlc" 

+ ^u^x^x^x.i{a\^^x^-\- a\^^Xz) 

I" *J U<iX ^ X^X^ ^ . . . j — }— o li^X^ X^ X^ y. . , j. 

Mais, par exemple, 

3WiJ7iJ7j^3(aj3j.r24- «233^3) ==■— ^X2Xs{UiXi-^ UzXi){. . .) 

= it^xK. . .) -h UzXl{. . .). 
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Il3 



Groupant les termes en w,^J, u^^l, u^xl ensemble, on voit qu'il 
reste 



« = vv 






Clfj ^yi> 



^—^^àij Xi xj , bij ■=^bjt. 



c =:= 



* ; 



22 



« 7 



Cij XiXj^ 



Cij — Cji, 



Il y a dix-huit constantes homogènes, coefficients des trois formes 
quadratiques ternaires a, ô, c, mais dix-sept seulement sont dis- 
tinctes et arbitraires; car, Sians changer l'expression de II, on peut 

ajouter 

mQXxX^Xz{iixX^-\- UiX^-h ihx^) 

et profiter de la constante arbitraire m^ pour établir une relation 
entre les dix-huit coefficients a,y, 6,y, c^j, par exemple 

88. Exprimons maintenant la monocriticité d'abord des trois 
points 1^ 2', 3', 



o, 



^2, 0C3, 



î^i, o, [33, «2^3— (^aPirrr/iyîZzri. 



Écrivons pour II 



dx^ uT, 



j?5a 



o^î^ 



xlc 



La monocriticité de 3' donne 



dx' 



c'est-à-dire 



Xi 

X2 
x^a — Xib - 



x\a 



x\ b 



o, 



= o 



pour 3^, 



Univ. de Lyon, III. — A. 



^2272)' 
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J)e même, pour 3', on a 



dll — 



dxx 


7i 


y\da-\' i^^a dx^ 


dx^ 


y« 


y 5 dh H- 2y^b dx^ 


dx^ 


o 






et la dicrilicilé exige, sous le bénéfice du théorème d'Euler, succès 
sivement Tannulation identique de 



dW 3= ^2 db — yi da -\- 2{ù dx^ — a dx^ ), 



et les relations 



(0 



db 

db 

' oyi 

ôb^ 

i ^^' àys 



-yi 



âa 



àyx 
da 

da 

y^ 



da 

dyx 

db^ 
dyx 



7i 



7» 



da 
àyt 

db^ 
dy2 



y-i. 



72 



2» 



-r- — o. 



ày, 



da db . ^ , . da db . , 

-r—9 -j— étant ce que devient -r — ? 3 — quand on remplace ^,, x^, x^ 

(fyi oyi dxi oxi 

par yi, y^, o. 

On vérifie par un calcul simple que les quatre relations (o) et (i) 
se réduisent à trois distinctes 



(3) 



7i(«ii7Î 

7Î(«ii7i 
7i(«3iyi 



2 «12 + «2272 ) - 72 ( ^11 7Î + 2 ^12 
«1272) -+-72(^1271-^^2272) = 0, 
«3272) = 72(^3171+ ^3272). 



^22yl), 



Les trois équations (3), augmentées de six nouvelles obtenues par 
permutations circulaires des indices i, 2, 3 des lettres a, b, c, a, |3, 
y, donnent un système H de neuf équations linéaires homogènes 
entre les dix-sept coefficients homogènes distincts de H. En satisfai- 
sant au système H, on assure la dicriticité des points i', 2', 3'. Il est 
complètement construite, puisqu'elle est assujettie seulement à avoir 
les six points i, 2, 3, i', 2', 3' pour dicritiques.IIaura 17 — 9 ou huit 
constantes homogènes arbitraires, tandis que la réglementaire P n'en 
a que six. L'identification entre II et P ne sera donc pas possible, en 
général, et exigera au moins deux conditions entre les coefficients 
de IL 
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89. Supposons d'abord que, entre les six points i, 2, 3, i', 2', 3', 
n'existe aucune relation particulière de position. Au lieu de con- 
struire n construisons l'équation II' 

U'^ n - P rrr O : 

n aura les six poinis pour dicritiques en même temps que IF. 

Reprenons l'expression de la réglementaire P donnée au n° 88, il 

viendra pour II' 

n' = Mj j: Ja'-H iizJC'l b' -h //a x^c, 

a\ b', 6''=:= formes quadratiques ternaires. 

Mais nous pouvons disposer des six constantes A, B, C, A', B', C, 
arbitraires de P, de façon à faire 

— a^i-hC'y^ ~Bi3; = rt'33 = — ûas-h B'(3, — Cy; =0, 



a 4 



22 



i^) l ^33 = — ^33-+- A'a2 — Cy;:=: 6;i=:— ^iiH-C'ya — Aa; — o, 
( c\^—-- c,i -h B'Ps— Aa^ — Cjj = — Cii -f- A' «3— \\^[ = 0, 

et II' contiendra onze coefficients arbitraires au lieu de dix-sept. Cela 
revient, en somme, ù faire dans II 



a 



22 



a 



33 



^33 — ^11 — ^11 — ^-22 — o» 



puis, après avoir construit H, à y ajouter P. 

Les six équations (o) ci-dessus déterminent les six constantes 
homogènes A, . . ., C de la réglementaire P. En effet, de (o) on tire 

r/= yj«j2 -h B (3; y2=i yi 6,, -h Aa; y^, 



et C, A', B' se déduisent sans difficulté aucune de A, B, C. Entre ces 
dernières existent les trois équations 

A y, a; — B yj |3; = yj «22 — yi ^?n, 
Baj^Sj — C asy'i = ocsb^^— «.^22» 

^ r3y2 ApiP2=r piC,i P3«33» 

toujours résolubles en A, B, C si le déterminant 



o (Xi^\ —ot3y\ 

-?i?; o .133 y; 

puiscjue les a', ,3', y' ont les valeurs données au n° 88. 





yip3 


72 ^^3 










«lyi 


-«5?. 




-?îy. 





?;«* 



^^9 



ii6 
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Tout calcul fait, il vient 

(«î|33yi)'-(«3(3iyO'?^o, 

K étant le rapport anharmonique déjà défini au n<» 86. 
90. Il faut donc construire II après avoir annulé 

^M> ^3Ï» ^33» ^ll> ^I1> ^It* 

Le système H du n'* 88 se simplifie notablement et s'écrit 



2aii 



= yl(*ityî— 3y,«i2) = ?;(e3,p,— 3j3i«3,), 



H' 2€ 



S2 

33 



yi(«3r/i^-«3îyî) ^yj(^3iyi-^ ^3ïyî), 



Des trois dernières, on tire, en introduisant trois quantités auxi- 
liaires /, m, n. 



(0 



«31 
^23 



= «1(1 



«32)) 

^13)» 



«12—^3(^ — ^32), 

^23 — » 



C„=I 



Posons 



a2i33yi==cy, a3Piy2=p» 



Remplaçons, dans le système H', «3,, ^,j, C23, a^, bi^, c^ par leurs 
valeurs tirées de (i), on aura le système 



(2) 



' /n(p*— 0-*) — 3/i -h 3/ — -c,2p*— «23(7-, 



3mi:iia23p*~ ^31 0"*. 



Si Ton considère comme inconnues /, m, /i, leur déterminant est 

a 

p^— (7- —3 3 



Ti::! p* 



'■> 
— o 



— T(T--f- 27). 



3 



3 p2 - a'- 
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Le délerminarit des inconnues as,, h^y Cn est 



o p* — cr* 

— (T- o p' 

pi — (j' o 



=.p^^f7\ 



Supposons d'abord t(t'+ 27)^0. Du système (2) on tirera /, m, 
n; alors le système (f) fournira «3,, «u, 6,2, 633, c^a, C3,, et H' donnera 
^ii> ^2i> ^33» et toutes ces inconnues seront fonctions linéaires homo- 
gènes de ûEj,, 631, Ci, les coefficienis étant des polynômes en a„ «3, ^3, 

Pj, yi, yi- 

Alors on aura, d'une façon générale, 

3, 0, C désignant trois formes mixtes de classe i et d'ordre 4 (Que 
Ton expliciterait sans difQcullé), dont les coefficients sont des poly- 
nômes connus en a,, . . ., y^ 
D'ailleurs, on a, entre «33, ^31, c,8, la relation (87 in fine) 

^^23 ~^ ^31 ~^ ^12-— ^» 

Ainsi, pour que l'identification soit possible entre II et P, il faut (|ue 

le groupe de termes 

«83^ -h Z^3ifi + c^^€ 

disparaisse, ce qui exige les deux conditions 

«33=:: O31 =:^ Cij. 

Si p^— (J^y^o, on peut résoudre par rapport à /, m, /i et l'on pourra 
exprimer tous les coefficienis de II à l'aide de /, m, «; il viendra 

n = P-+-/i-i-mHt-+-/it1, 

^y ^, 1!l ayant la même nature que 3, <î, <£. D'ailleurs, ajoutant les 
trois équations (2), on a 

(p*— (7*)(/4-m-h /^) — (p*— (7*)(a23H- ^31 -H ^-,2) — o, 
p* — cr-^o puisque p® — (7®=;z£o et l -^ m -\- n. 

Le raisonnement s'achève comme plus haut, et l'on trouve deux con- 
ditions. 

Ainsi, en général, les neuf conditions du système H (88) sont toutes 
distinctes, et sur les dix-sept constantes de II huit restent arbitraires. 



ii8 
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ce qui fournit deux conditions nécessaires et suffisantes pour l'iden- 
tiflcalion entre II et P. 

91. Les raisonnements précédents peuvent se trouver en défaut pour 
une situation particulière des six points. 
Ainsi d'abord (89) on pourra avoir 

c'est-à-dire 

K^— K-hi=:o et K— — I. 

Si K*— K H- I :=:o, K est une racine cubique changée de signe de 
Tunité; le rapport anharmonique K est équianharmonique. 

Si K=:: — I, le rapport est harmonique et les six points sont dis- 
posés suivant le schéma {fig> i5). Les droites ii', 22', 33' sont des 
intégrales de II; o est un septième dicrilique. 




Si K^4- I ^o, il pourra se faire que l'on ne puisse résoudre le sys- 
tème (2) du n® 90, ni par rapport à /, w, n, ni par rapport à «23» ^âi» 
Cj2. Cette éventualité se présentera si l'on a à la fois 

ou 

K«_i=o et (K''— i) (K* 4- 25K« ■+-!)==: o. 

Les racines communes des deux équations sontK=:i, — i; la solu- 

Fig, r6. 




lion K =^— I esl à rejeter, car elle annule K^-h r. La solution K — 1 
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donne la disposition suivante {fig. 16) des six dicritiques; la droile 
1^2' 3' est une intégrale. 

La discussion de ces cas parliculiers K =^ i , i , — 9 (9- 4- 4-1 == o) 
ne présente plus aucune difficulté théorique et, par suite, aucun in- 
térêt. Prenons, par exemple, K=: — i et les six poinls disposés sui- 
vant le schéma {fig> 17). 

Fig. 17, 
3 

2/ \ Vi' 

l 3' 

On disposera des paramètres de réforme de façon à avoir, pour le 
point 0, 

i2/j »i?2 '^Z* 

Alors (86) 

«2 = «3 = ?i = P2 = yi = 72 — «/ = (3;- = y'i — I . 

La réglementaire V ^=: Hix\a -^^ u^x\b -^ u^^xlc présente, pour «, 
by c, les expressions 

a = — A[x^, -{- 2{x, — x^) (x^— x,)]-^ xl{C —B) -\- xl{B' — C), 
bz=z 




c = 



Le système des neuf équations H (88) se simplifie et devient 

«n -h 2a,2-t- «22=^ ^11 -+- 2^12-1- 622, 

«11 -h «12 ^ ^12 -H ^22 = <^» 
^31 "H ^32 = ^31 "^ ^32» 



On en tirerait tous les dix-huit coefficients en fonction linéaire et ho- 
mogène de six indéterminées, et de 0522, b^, Cjj, liées par 

^23+ ^3-+- ^12 = 0, 

et le raisonnement s'achèverait comme dans le cas général. 
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92. 11 reste à construire la cubalique £. Posons (86) 
d'où 

— '3:'3 J3 + y?/* -274 — yi j4 ^5 = o. 
L'équalion de ^ sera donnée par l'annulation du déterminant. 



— /l «3/4 — «S J4 

-P3J4 — J2 (5,74 

7274 —71/4 -73 

= ( «2(33/1- a3(3i72)7'î-^7iJî/34-7j((3iy, 7, 



72 «274-+- «3(^373) =.c»- 



FIN. 
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